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S o r u l a r v e C e v a p l a r ¬

1. f : (�1;1)! R, f(x) =
x3

1 + x3
fonksiyonunun alttan s¬n¬rl¬olmad¬¼g¬n¬gösteriniz.

I f fonksiyonunun (�1;1) da alttan s¬n¬rl¬ oldu¼gunu kabul edelim. Bu durumda
bir N reel say¬s¬her x 2 (�1;1) için f(x) = x3

1+x3
� N olacak şekilde vard¬r. E¼ger

xN < 3

q
N
1�N koşulu sa¼glanacak şekilde herhangi bir xN 2 (�1;1) say¬s¬ al¬n¬rsa,

x3N <
N
1�N =)

x3N
1�x3N

< N =) f(x3N) < N elde edilir. Bu f fonksiyonunun (�1;1) da
N ile alttan s¬n¬rl¬olmas¬yla çeli̧sir. O zaman f fonksiyonu (�1;1) da alttan s¬n¬rl¬
de¼gildir.

2. Dizilerin yak¬nsakl¬k(limit) tan¬m¬n¬kullanarak lim
n!1

3n2 + 5

6n2 + n
=
1

2
oldu¼gunu gösteriniz.

I lim
n!1

3n2+5
6n2+n

= 1
2
olmas¬için gerek ve yeter koşul her " > 0 say¬s¬için bir n" do¼gal

say¬s¬n¬n n � n" koşulunu sa¼glayan her n do¼gal say¬s¬için
��� 3n2+56n2+n

� 1
2

��� < " olacak şekilde
var olmas¬d¬r.

Bir " > 0 say¬s¬verilmi̧s olsun.
��� 3n2+56n2+n

� 1
2

��� = ���6n2+10�6n2�n12n2+2n

��� = �� 10�n
12n2+2n

�� bulunur. E¼ger
n � 10 ise j10� nj = 10 � n olaca¼g¬ndan, bir n � 10 do¼gal say¬s¬için

��� 3n2+56n2+n
� 1

2

��� =
n�10

12n2+2n
� n

12n2+2n
� n

12n2
= 1

12n
olur. Buradan n" > maxf 1

12"
; 10g seçilirse, her n � n"

do¼gal say¬s¬için
��� 3n2+56n2+n

� 1
2

��� � 1
12n

� 1
12n"

< " elde edilir.

3. a1 = 1 ve her n 2 N için an+1 =
1

3
(an + 1) şeklinde tekrarlamal¬olarak tan¬mlanan

(an) dizisinin yak¬nsak oldu¼gunu gösteriniz ve limitini bulunuz.

I Verilen dizinin terimleri (an) =
�
1; 2

3
; 5
9
; 14
27
; � � �

�
şeklindedir.

Öncelikle dizinin s¬n¬rl¬oldu¼gunu gösterelim. Dizinin terimlerinden dizinin 1 ile üstten
s¬n¬rl¬oldu¼gu kolayca görülebilir. Ard¬ndan dizinin 0 ile alttan s¬n¬rl¬oldu¼gunu, yani
her n 2 N için an > 0 oldu¼gunu göstermeliyiz. Bunun için tümevar¬m kullanal¬m.
a1 = 1 > 0 oldu¼gundan n = 1 için önerme do¼grudur. ak � 0, yani n = k için önermenin
do¼gru oldu¼gunu kabul edelim. Bu durumda ak+1 = 1

3
(ak + 1) >

1
3
(0 + 1) = 1

3
> 0

oldu¼gundan, önerme n = k + 1 için de do¼grudur. O halde her n 2 N için an > 0 elde
edilir. Yani dizi alttan s¬n¬rl¬d¬r, dolay¬s¬yla s¬n¬rl¬d¬r.

Şimdi de dizinin azalan oldu¼gunu tümevar¬m kullanarak gösterelim. a1 = 1 ve a2 =
1
3
(a1 + 1) =

1
3
(1 + 1) = 2

3
=) a1 > a2 oldu¼gundan n = 1 için dizi (kesin) azaland¬r.

n = k için dizinin azalan oldu¼gunu, yani ak > ak+1 oldu¼gunu kabul edelim. Bu durumda
ak+1 =

1
3
(ak + 1) >

1
3
(ak+1 + 1) = ak+2 oldu¼gundan, n = k + 1 için önerme do¼gru,

dolay¬s¬yla dizi (kesin) azaland¬r.

Bu durumda, Monoton Yak¬nsakl¬k Teoreminden (Teorem 5.2.9) dolay¬ verilen dizi
yak¬nsakt¬r ve limiti vard¬r: lim

n!1
an = a olsun. Dizi yak¬nsak oldu¼gundan lim

n!1
an =



lim
n!1

an+1 oldu¼gunu biliyoruz (Sonuç 5.2.65). Böylece lim
n!1

an+1 = a olur. Buradan her

n 2 N için an+1 = 1
4
(an + 5) eşitli¼ginin her iki taraf¬n¬n n ! 1 iken limiti al¬n¬rsa,

a = 1
3
(a+ 1) =) a = 1

2
elde dilir. Sonuç olarak lim

n!1
an =

1
2
bulunur.

4. Dizilerin limit özelliklerini kullanarak aşa¼g¬da verilen limitleri bulunuz.

(a) lim
n!1

4n2 + 5n� 3
cos(n3)� 3n2 (b) lim

n!1

8n + 3n2

2n3 + 3n!

I (a) lim
n!1

4n2+5n�3
cos(n3)�3n2 = lim

n!1

n2(4+ 5
n
� 3
n2
)

n2
�
cos(n3)

n2
�3
� = lim

n!1

4+ 5
n
� 3
n2

cos(n3)

n2
�3
=

lim
n!1

4+5 lim
n!1

1
n
�3 lim

n!1
1
n2

lim
n!1

cos(n3)

n2
� lim
n!1

3

lim
n!1

1
n
= 0 oldu¼gunudan, lim

n!1
1
n2
= lim

n!1

�
1
n

�2
=
�
lim
n!1

1
n

�2
= 0 ve ayr¬ca her n do¼gal

say¬s¬için jcos(n3)j � 1 =) �1 � cos(n3) � 1 =) �1
n3
� cos(n3)

n3
� 1

n3
=) lim

n!1
�1
n3
�

lim
n!1

cos(n3)
n3

� lim
n!1

1
n3
=) 0 � lim

n!1
cos(n3)
n3

� 0 oldu¼gundan, s¬k¬̧st¬rma teoreminden

lim
n!1

cos(n3)
n3

= 0 elde edilir. Bu durumda lim
n!1

4n2+5n�3
cos(n3)�3n2 =

lim
n!1

4+5 lim
n!1

1
n
�3 lim

n!1
1
n2

lim
n!1

cos(n3)

n2
� lim
n!1

3
=

4+5�0�3�0
0�3 = �4

3
bulunur.

(b) lim
n!1

8n+3n2

2n3+3n!
= lim

n!1

8n

n!
+ 3n2

n!
2n3

n!
+ 3

=
lim
n!1

8n

n!
+ 3 lim

n!1
n2

n!

2 lim
n!1

n3

n!
+ lim
n!1

3
yaz¬labilir. Burada lim

n!1
8n

n!
= 0,

lim
n!1

n2

n!
= 0 ve lim

n!1
n3

n!
= oldu¼gu dikkate al¬n¬rsa, lim

n!1
8n+3n2

2n3+3n!
= 0+3�0

2�0+3 = 0 elde edilir.

5. (an) = ((1�
2

n
) cos n�

2
) dizisinin ¬raksak oldu¼gunu gösteriniz ve lim sup

n!1
an ve lim inf

n!1
an

de¼gerlerini bulunuz.

I Bir dizinin yak¬nsak alt dizileri farkl¬ limitlere sahipse bu dizi ¬raksakt¬r. Verilen
(an) dizisinin (a4k�3), (a4k�2); (a4k�1) ve (a4k) alt dizilerinin limitlerine bakal¬m: Her
k do¼gal say¬s¬için

lim
k!1

a4k�3 = lim
k!1

�
1� 2

4k�3
�
cos (4k�3)�

2
= lim

k!1

�
1� 2

4k�3
�
� lim
k!1

cos (4k�3)�
2

= 0 ve benzer

şekilde lim
k!1

a4k�2 = lim
k!1

�
1� 2

4k�2
�
cos (4k�2)�

2
= �1;

lim
k!1

a4k�1 = lim
k!1

�
1� 2

4k�1
�
cos (4k�1)�

2
= 0; lim

k!1
a4k = lim

k!1

�
1� 2

4k

�
cos 4k�

2
= 1

elde edilir. lim
k!1

a4k�3 6= lim
k!1

a4k�2 6= lim
k!1

a4k oldu¼gu için verilen dizi ¬raksakt¬r. Bu

durumda dizinin y¬¼g¬lma noktalar¬n¬n, yani alt dizilerinin limitlerinin kümesi Y =
f�1; 0; 1g oldu¼gundan, lim inf

n!1
an = �1 ve lim sup

n!1
an = 1 elde edilir. (Birden fazla

y¬¼g¬lma noktas¬na sahip oldu¼gu için dizi ¬raksakt¬r).

6. (an) ve (bn) verilmi̧s iki Cauchy dizisi ise (an+bn) dizisinin de bir Cauchy dizisi oldu¼gunu
gösteriniz.

I (an) ve (bn) verilmi̧s iki Cauchy dizisi ise, her " > 0 say¬s¬için bir n
0
" do¼gal say¬s¬her

m;n � n0" do¼gal say¬lar¬için jan � amj < "
2
ve bir n00" do¼gal say¬s¬her m;n � n00" do¼gal

say¬lar¬için jbn � bmj < "
2
olacak şekilde vard¬r. (an+ bn) dizisinin de bir Cauchy dizisi



olmas¬için bir n" do¼gal say¬s¬herm;n � n" do¼gal say¬lar¬için
��(an + bn)� (am + bm)�� <

" olacak şekilde var olmal¬. n" = maksfn
0
"; n

00
"g alal¬m. Bu durumda her m;n � n" için��(an + bn)� (am + bm)�� = jan � am + bn � bmj � jan � amj+ jbn � bmj < "

2
+
"

2
= "

elde edilir. O zaman (an + bn) dizisi bir Cauchy dizisidir.

7. Fonksiyonlar¬n limit tan¬m¬n¬kullanarak lim
x!0
(3� 5x3) = 3 oldu¼gunu gösteriniz.

I Verilen her " > 0 say¬s¬ için 0 < jx� 0j = jxj < �" koşulunu sa¼glayan her x reel
say¬s¬için j(3� 5x3)� 3j < " olacak şekilde bir �" > 0 say¬s¬bulmak istiyoruz.��(3� 5x3)� 3�� = ���5x3�� = 5 jxj3 < "
oldu¼gundan, �" = 3

p
"
5
seçilirse, 0 < jxj < �" koşulunu sa¼glayan her x için

��(3� 5x3)� 3�� = 5 jxj3 < 5�3" = 5� 3

r
"

5

�3
= "

oldu¼gundan, lim
x!0
(3� 5x3) = 3 elde edilir.


