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1. f:(-1,00) = R, f(x) = e

» [ fonksiyonunun (—1,00) da alttan sirh oldugunu kabul edelim. Bu durumda

bir N reel sayis1 her z € (—1,00) i¢in f(z) = 13“::;3 > N olacak sekilde vardir. Eger

ry < @3/% kogulu saglanacak sekilde herhangi bir zy € (—1,00) sayis1 alinirsa,

fonksiyonunun alttan sinirli olmadigimi gosteriniz.

< 2% = 1?3% < N = f(2%) < N elde edilir. Bu f fonksiyonunun (—1,00) da

N ile alttan siirh olmasiyla geligir. O zaman f fonksiyonu (—1, 00) da alttan simrh
degildir.
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2. Dizilerin yakinsaklik(limit) tanimini kullanarak lim 6n2 j: =3 oldugunu gosteriniz.
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> nh_)ngo 6, = 3 olmasi igin gerek ve yeter kosul her € > 0 sayisi i¢in bir n. dogal
sayisinin n > n. kosulunu saglayan her n dogal sayisi icin g’zsii — % < ¢ olacak gekilde

var olmasidir.

: T 3n245 1| _ |6n2410-6n?—n| _ |_10-n ‘ o
Bir € > 0 sayis1 verilmig olsun. |52 — 3| = T ron = | 3nz1s, | bulunur. Eger
. . o . v s : 3n245 1
n > 10 ise [10 — n| = 10 — n olacagindan, bir n > 10 dogal sayisi igin | £ — 5| =

n—10 n n
12n24-2n < 12n24-2n < 12n2

3n24+5 _ 1 1 1 -1
2 2‘ < 1on S 1o < € elde edilir.

1 1 -
= 13, olur. Buradan n. > max{m, 10} secilirse, her n > n,

dogal sayis1 i¢in

1
3. ag =1 ve her n € Nicgin a,; = g(an + 1) seklinde tekrarlamali olarak tanimlanan
(a,) dizisinin yakinsak oldugunu gosteriniz ve limitini bulunuz.

» Verilen dizinin terimleri (a,) = (1, %, g, ;—‘;, e ) seklindedir.

Oncelikle dizinin smirh oldugunu gésterelim. Dizinin terimlerinden dizinin 1 ile iistten
sinirh oldugu kolayca goriilebilir. Ardindan dizinin 0 ile alttan sinirli oldugunu, yani
her n € N i¢in a,, > 0 oldugunu gostermeliyiz. Bunun i¢in tiimevarim kullanalim.
a; = 1 > 0 oldugundan n = 1 i¢in énerme dogrudur. a; > 0, yani n = k i¢in énermenin
dogru oldugunu kabul edelim. Bu durumda azyq = 3(ax +1) > 3(04+1) = 3 > 0
oldugundan, énerme n = k + 1 i¢in de dogrudur. O halde her n € N i¢in a,, > 0 elde
edilir. Yani dizi alttan sinirhdir, dolayisiyla siirlidir.

Simdi de dizinin azalan oldugunu tiimevarim kullanarak gosterelim. a; = 1 ve as =
s(a1+1) = 3(1+1) = 2 = a1 > ay oldugundan n = 1 igin dizi (kesin) azalandar.
n = k icin dizinin azalan oldugunu, yani a; > ax41 oldugunu kabul edelim. Bu durumda
app1 = %(ak +1) > %(akﬂ + 1) = apyo oldugundan, n = k + 1 igin 6nerme dogru,

dolayisiyla dizi (kesin) azalandir.

Bu durumda, Monoton Yakinsaklik Teoreminden (Teorem 5.2.9) dolay: verilen dizi
yakinsaktir ve limiti vardir: lim a,, = a olsun. Dizi yakinsak oldugundan lim a, =

n—oo n—oo



lim @, oldugunu biliyoruz (Sonug 5.2.65). Boylece lim a,; = a olur. Buradan her

n € Nigin a,11 = 3(a, +5) esitliginin her iki tarafimn n — oo iken limiti almrsa,
a = 3(a+1) = a = elde dilir. Sonug olarak lim a,, = 5 bulunur.

. Dizilerin limit 6zelliklerini kullanarak agagida verilen limitleri bulunuz.
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lim = 0 oldugunudan, lim 4 = lim (—) = (hm —) = 0 ve ayrica her n dogal
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sayist igin [cos(n®)| <1 = —1 < cos(n®) <1 = = < % < & = lim 5 <
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lim <0 < Jim n13 — 0 < lim % < 0 oldugundan, sikistirma teoreminden
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. 3 . _ lim 4+5hm7—3 lim —2
lim <) = ( elde edilir. Bu durumda lim -2 §5”3 3. = now e =
oo M oo €08(n3)=3n lim <22~ — lim 3
445:0-3:0 4 e
~0—3 ~— 3 bulunur.
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(b) lim snjjgn, = s - = noool n—oo™ yazilabilir. Burada lim %7 = 0,
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lim % =0 ve lim % = oldugu dikkate alinirsa, lim 28 - 3:? P = g?g = 0 elde edilir.
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. (an) = ((1 = =) cos &) dizisinin wraksak oldugunu gosteriniz ve lim supa,, ve liminfa,,
n

n—00 n—0o0

degerlerini bulunuz.

» Bir dizinin yakinsak alt dizileri farkl limitlere sahipse bu dizi iraksaktir. Verilen
(a,,) dizisinin (a4,_3), (a4x_2), (asx—1) ve (ayqx) alt dizilerinin limitlerine bakalim: Her
k dogal sayis1 icin

. . 4k—3)7 . 2 . (4k—3)7
lim ay,_3 = lim (1 — —2=) cos ( = lim (1 — =) - lim cos = 0 ve benzer
oo oo ( 4k—3) 2 Py ( 4k—3) v 2
. . . 4k—2)m

ekilde lim a4,_s = lim cos =—1
5 o (e —2 k_)oo( i) 2 ’
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lim ay,_; = lim (1 — —+2=) cos ( =0, limay, = lim (1 — cos =X =1
Jim gt = lim (1 527) cos 8507 — 0, lim aye = lim (1 3)

elde edilir. klim Qgp—3 7 klim Qgp_o F klim agy, oldugu icin verilen dizi raksaktir. Bu
durumda dizinin yigilma noktalarinin, yani alt dizilerinin limitlerinin kiimesi Y =
{-1,0,1} oldugundan, liminfa, = —1 ve limsupa, = 1 elde edilir. (Birden fazla
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yigilma noktasina sahip oldugu i¢in dizi raksaktir).

. (ay,) ve (by,) verilmis iki Cauchy dizisi ise (a,,+b,,) dizisinin de bir Cauchy dizisi oldugunu
gosteriniz.

> (an) ve (by,) verilmis iki Cauchy dizisi ise her ¢ > 0 say1st icin bir n_ dogal saylsl her

,n > n. dogal sayilari igin |an — am| < § ve bir n? dogal sayis1 her m,n > n! dogal
sayllarl i¢in |b, — b, < § olacak sekilde Vardlr (apn, + by,) dizisinin de bir Cauchy dizisi



olmasi icin bir n. dogal sayis1 her m,n > n. dogal sayilar1 i¢in |(an +by) — (@ + by | <

¢ olacak sekilde var olmall. n. = maks{n_,n”} alalm. Bu durumda her m,n > n. icin

€

€
!(an—l—bn)—(am—l—bm)‘ = lap — m + by — b | < |ayn — ap| + by — bin| < §+ 5 =€
elde edilir. O zaman (a,, + b,,) dizisi bir Cauchy dizisidir.
. Fonksiyonlarin limit tanimini kullanarak lin(l) (3 — 523) = 3 oldugunu gosteriniz.
» Verilen her ¢ > 0 sayist igin 0 < |z — 0| = |z| < J. kosulunu saglayan her = reel

sayisi igin |(3 — 5x?) — 3| < ¢ olacak gekilde bir §. > 0 sayis1 bulmak istiyoruz.
(3 —52%) — 3| = |-52°| =5z < ¢

oldugundan, §. = {/% secilirse, 0 < |z < d. kosulunu saglayan her z i¢in

3
353 3| =5 <588 =5(¢2) =¢
|( ) 5

oldugundan, lim (3 —52?%) = 3 elde edilir.



