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Sorular ve Cevaplari

1. f:R— R, f(z) = z*> — 3 fonksiyonu ve A = [-2,1), B = (—1,6) kiimeleri veriliyor.
f(A) goriintii kiimesini ve f~!(B) ters goriintii kiimesini bulunuz.

» A =[-2,1) = [-2,0] U (0,1) oldugunu biliyoruz. Her bir aralik igin ayr1 ayr
bakilirsa, —2 < 2 < 0icin 4 > 22 > 0= 1>22-3> -3 ve 0 < 2 < 1 icin
0<2?<1= —-3<2?2-3 < —2oldugundan f(A) = f([-2,1)) = f([-2,0]U(0,1)) =
f([=2,0) U f((0,1)) = [-3,1] U (=3,-2) = [-3,1] elde edilir.
Simdi B = (—1,6) kiimesi i¢in f~!(B) ters goriintii kiimesini bulalim.
—1<2?2-3<6=2<22<9= -3 <2< —v2ve V2 <z < 3 oldugundan
FYB) = fY(~1,6)) = (=3, —v2) U (v/2, 3) elde edilir.

2. n € N olmak iizere n > 1 i¢in n! < n™ oldugunu gosteriniz.

» Tiimevarim yontemini kullanarak ispat yapalim. p(n) 6nermesini istenen esitsizlik
olarak alalm.

2! < 22 oldugundan n = 2 igin p(n) dogrudur.
Bir n = k i¢in p(n) dnermesinin dogru oldugunu, yani k! < k* oldugunu kabul edelim.
Simdi n = k + 1 igin p(n) dnermesinin dogru oldugunu, yani (k + 1)! < (k + 1)*+b
oldugunu gostermeliyiz.
(k+1)! = 1-2.3-...-(k=1)-k-(k+1)=k"-(E+1)

< k*(k+1) (k! < k* kabuliinden)

< (k+1)"k+1)
(/{J + 1)k+1

oldugundan n = k + 1 igin p(n) 6nermesi dogrudur. Bu durumda n € N olmak iizere
n > 1icin n! < n"™ esitsizligi dogrudur.

3. € > 0 olmak tizere bir a € R noktasina uzaklig1 ¢ dan kiigiik olan noktalarin kiimesini
matematiksel olarak ifade ediniz.

» {reR:|jz—a|<e}={reR:a—ec<zr<a+e}

4. a,b € Rolsun. Her € > 0 igin a < b+ ¢ <= a < b oldugunu gosteriniz.

» Oncelikle her ¢ > 0 igin a < b+ ¢ ise @ < b oldugunu gosterelim. a > b oldugunu
kabul edelim. Bu durumda a — b > 0 olur. € = a — b segelim. Her ¢ > 0 igcin a < b+ ¢
oldugundan, bu esitsizlik 6zel olarak ¢ = a — b i¢in de dogru olur. € nu son esitsizlikte
yazarsak a < a geligkisini elde ederiz. Bu durumda a < b olmaldir.

Tersine a < b oldugunda her € > 0 i¢in a < b+ ¢ oldugunu gosterelim. Her € > 0 igin
b<b+edur. a <bveb<b+ e esitsizliklerinden a < b+ ¢ elde edilir. (Ders Kitabi,
Onerme 3.6.3)



5. Eger varsa X = {A‘*T‘” rT > 1} kiimesinin infimumunu ve supremumunu bulunuz.

» Her x > 1 i¢in X kiimesi iistten 5 ile simirhidir. Ayrica z = 1 igin 4% =5
oldugundan 5 € X dir. Buradan sup X =5 elde edilir.

Her x > ligcind+2 > v = 4% > 1 oldugundan, X kiimesi alttan 1 ile sinirhdir.
Boylece X kiimesinin infimumu vardir. inf X = 1 oldugunu gosterelim. inf X = b
oldugunu ve b > 1 oldugunu kabul edelim. 5 € X oldugu igin 1 < b < 5 olur. Diger
taraftan, 1 < a < b < 5 olacak gekilde bir a € R sayis1 bulabiliriz. Eger x = 4a — 4
alirsak 4:—“” = a elde ederiz. Boylece a € X ve b bir alt sinir oldugu i¢in b < a olur. Bu
ise a < b olmasiyla celigir. O zaman inf X =1 dir.

. A C R bos olmayan sirh bir kiime ve ¢ bir reel say1 olsun. ¢+ A ={c+a:a € A}
olmak iizere sup(c + A) = ¢ + sup A oldugunu gosteriniz.

» A # () oldugu igin bir a € A vardir. Bu durumda ¢ +a € ¢+ A dir ve bu da
¢+ A # () anlamina gelir. A smrh bir kiime oldugundan {istten simrhdir ve Tamhik
Aksiyomu geregi bir supremumu vardir. Bu durumda ¢+ a < ¢+ sup A yazilabilir. Bu
da ¢ + A kiimesinin ¢ + sup A ile iistten sinirh oldugunu gosterir. Bu nedenle, Tamlik
Aksiyomu geregi sup(c + A) vardir ve

sup(c+ A) <c+sup A (1)
olur. Her a € A igin
c+a<sup(c+ A) = a <sup(c+ A) —c

oldugundan sup(c + A) — ¢ sayis1 A kiimesi igin bir iist sinirdir. Buradan

supA <sup(c+ A) —c = c+sup A <sup(c+ A) (2)
yazilabilir. Sonug olarak (1) ve (2) den sup(c+ A) = ¢+ sup A elde edilir.
. Verilen bir ¢ > 0 reel sayis1 i¢in # < ¢ olacak sekilde bir n € N sayis1 vardir. Ispat-
layiniz
» Arsimet ilkesinde b = ¢ > 0 ve a = % alinirsa, nc > % olup, buradan n% < c elde
edilir.
. A={z eR: |z —5| <1} kiimesinin bir kapah kiime oldugunu gosteriniz.

> A=[2 4] dir. AnmR ye gore tiimleyeni olan R\ A = (—o0, 3) U (4}, 00) kiimesi,
iki agik araligin birlesimi, acik araliklar agik kiime ve herhangi sayida acik kiimenin
birlesimi yine bir acik kiime oldugundan, bir acik kiimedir. Tiimleyeni acik olan bir

kiime kapali oldugundan, A bir kapali kiimedir.

. A C A oldugunu gosteriniz. (A: A nin kapanisi)

» Bunun icin her a € A icin @ € A, yani A nin her bir elemaninin A nin bir kapanis
noktasi oldugunu gostermeliyiz. Her ¢ > 0 i¢in (a —e,a +¢) N A # () oldugunda a
noktasit A kiimesinin bir kapanig noktas: olarak adlandirildigindan, bu tanim geregi
A kiimesinin her bir elemani A nin kapanig noktasidir. Yani herhangi bir a € A igin
a € A dir. Bu durumda A C A olur.



10. A = {O, 1,1 1. ,2%, - } kiimesinin yigilma noktalarini, izole noktalarimi ve ka-

IV

panigini bulunuz.

» 7 € Rolsun. Eger x < 0ise e = —% > 0 icin (z — £,z + ¢) komsulugu A nin hicbir
elemanm icermez ((z — e,z + e)\{z} N A = 0). Eger z > 1ise e = %% > 0 i¢in
(x —e, z+¢) komgulugu da A nin higbir elemamm igermez((z —e, z+e)\{z}NA = 0).
Her n € Nigin 5+ € (0,1] ve 5+ < 5= oldugundan, her = € (0,1] i¢in bir n € N vardur
ki v <2 < iy olur. € < min{z — 57, 5o — 2} secilirse (z — e,z +e)\{z} NA =10
olur. z = 0 ise, Argimet ilkesi geregi, her ¢ > 0 igin 2% < ¢ olacak sekilde bir n € N
vardir (a = 2%, b =¢ > 0). Budurumda 5 € (0—¢,0+¢)\{0} N A # 0. Bu durumda
0 sayis1 A kiimesinin bir yigilma noktasidir: A" = {0}.

A kiimesinin 0 digindaki tiim elemanlar1 A nin bir izole noktasidir.

Z:AUA’oldugundanZ:AU{O}:A:{0,1 11 ,%,---}eldeedilir.
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