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S o r u l a r v e Ce v a p l a r ¬

1. f : R ! R, f(x) = x2 � 3 fonksiyonu ve A = [�2; 1), B = (�1; 6) kümeleri veriliyor.
f(A) görüntü kümesini ve f�1(B) ters görüntü kümesini bulunuz.

I A = [�2; 1) = [�2; 0] [ (0; 1) oldu¼gunu biliyoruz. Her bir aral¬k için ayr¬ ayr¬
bak¬l¬rsa, �2 � x � 0 için 4 � x2 � 0 =) 1 � x2 � 3 � �3 ve 0 < x < 1 için
0 < x2 < 1 =) �3 < x2�3 < �2 oldu¼gundan f(A) = f([�2; 1)) = f([�2; 0][(0; 1)) =
f([�2; 0]) [ f((0; 1)) = [�3; 1] [ (�3;�2) = [�3; 1] elde edilir.
Şimdi B = (�1; 6) kümesi için f�1(B) ters görüntü kümesini bulal¬m.
�1 < x2 � 3 < 6 =) 2 < x2 < 9 =) �3 < x < �

p
2 ve

p
2 < x < 3 oldu¼gundan

f�1(B) = f�1((�1; 6)) = (�3;�
p
2) [ (

p
2; 3) elde edilir.

2. n 2 N olmak üzere n > 1 için n! < nn oldu¼gunu gösteriniz.

I Tümevar¬m yöntemini kullanarak ispat yapal¬m. p(n) önermesini istenen eşitsizlik
olarak alal¬m.

2! < 22 oldu¼gundan n = 2 için p(n) do¼grudur.

Bir n = k için p(n) önermesinin do¼gru oldu¼gunu, yani k! < kk oldu¼gunu kabul edelim.

Şimdi n = k + 1 için p(n) önermesinin do¼gru oldu¼gunu, yani (k + 1)! < (k + 1)(k+1)

oldu¼gunu göstermeliyiz.

(k + 1)! = 1 � 2 � 3 � : : : � (k � 1) � k � (k + 1) = k! � (k + 1)
� kk(k + 1) (k! < kk kabulünden)

� (k + 1)k(k + 1)

= (k + 1)k+1

oldu¼gundan n = k + 1 için p(n) önermesi do¼grudur. Bu durumda n 2 N olmak üzere
n > 1 için n! < nn eşitsizli¼gi do¼grudur.

3. " > 0 olmak üzere bir a 2 R noktas¬na uzakl¬¼g¬" dan küçük olan noktalar¬n kümesini
matematiksel olarak ifade ediniz.

I fx 2 R : jx� aj < "g = fx 2 R : a� " < x < a+ "g

4. a; b 2 R olsun. Her " > 0 için a < b+ "() a � b oldu¼gunu gösteriniz.
I Öncelikle her " > 0 için a < b + " ise a � b oldu¼gunu gösterelim. a > b oldu¼gunu
kabul edelim. Bu durumda a� b > 0 olur. " = a� b seçelim. Her " > 0 için a < b+ "
oldu¼gundan, bu eşitsizlik özel olarak " = a� b için de do¼gru olur. " nu son eşitsizlikte
yazarsak a < a çeli̧skisini elde ederiz. Bu durumda a � b olmal¬d¬r.
Tersine a � b oldu¼gunda her " > 0 için a < b+ " oldu¼gunu gösterelim. Her " > 0 için
b < b+ " dur. a � b ve b < b+ " eşitsizliklerinden a < b+ " elde edilir. (Ders Kitab¬,
Önerme 3.6.3)



5. E¼ger varsa X =
�
4+x
x
: x � 1

	
kümesinin in�mumunu ve supremumunu bulunuz.

I Her x � 1 için X kümesi üstten 5 ile s¬n¬rl¬d¬r. Ayr¬ca x = 1 için 4+x
x
= 5

oldu¼gundan 5 2 X dir. Buradan supX = 5 elde edilir.

Her x � 1 için 4 + x > x =) 4+x
x
> 1 oldu¼gundan, X kümesi alttan 1 ile s¬n¬rl¬d¬r.

Böylece X kümesinin in�mumu vard¬r. infX = 1 oldu¼gunu gösterelim. infX = b
oldu¼gunu ve b > 1 oldu¼gunu kabul edelim. 5 2 X oldu¼gu için 1 < b < 5 olur. Di¼ger
taraftan, 1 < a < b < 5 olacak şekilde bir a 2 R say¬s¬bulabiliriz. E¼ger x = 4a � 4
al¬rsak 4+x

x
= a elde ederiz. Böylece a 2 X ve b bir alt s¬n¬r oldu¼gu için b � a olur. Bu

ise a < b olmas¬yla çeli̧sir. O zaman infX = 1 dir.

6. A � R boş olmayan s¬n¬rl¬bir küme ve c bir reel say¬olsun. c + A = fc + a : a 2 Ag
olmak üzere sup(c+ A) = c+ supA oldu¼gunu gösteriniz.

I A 6= ; oldu¼gu için bir a 2 A vard¬r. Bu durumda c + a 2 c + A d¬r ve bu da
c + A 6= ; anlam¬na gelir. A s¬n¬rl¬bir küme oldu¼gundan üstten s¬n¬rl¬d¬r ve Taml¬k
Aksiyomu gere¼gi bir supremumu vard¬r. Bu durumda c+ a � c+supA yaz¬labilir. Bu
da c+ A kümesinin c+ supA ile üstten s¬n¬rl¬oldu¼gunu gösterir. Bu nedenle, Taml¬k
Aksiyomu gere¼gi sup(c+ A) vard¬r ve

sup(c+ A) � c+ supA (1)

olur. Her a 2 A için

c+ a � sup(c+ A) =) a � sup(c+ A)� c

oldu¼gundan sup(c+ A)� c say¬s¬A kümesi için bir üst s¬n¬rd¬r. Buradan

supA � sup(c+ A)� c =) c+ supA � sup(c+ A) (2)

yaz¬labilir. Sonuç olarak (1) ve (2) den sup(c+ A) = c+ supA elde edilir.

7. Verilen bir c > 0 reel say¬s¬için 1
n2
< c olacak şekilde bir n 2 N say¬s¬vard¬r. ·Ispat-

lay¬n¬z

I Aŗsimet ilkesinde b = c > 0 ve a = 1
n
al¬n¬rsa, nc > 1

n
olup, buradan 1

n2
< c elde

edilir.

8. A = fx 2 R : jx� 5j � 1
2
g kümesinin bir kapal¬küme oldu¼gunu gösteriniz.

I A =
�
9
2
; 11
2

�
dir. A n¬n R ye göre tümleyeni olan R�A = (�1; 9

2
)[ (11

2
;1) kümesi,

iki aç¬k aral¬¼g¬n birleşimi, aç¬k aral¬klar aç¬k küme ve herhangi say¬da aç¬k kümenin
birleşimi yine bir aç¬k küme oldu¼gundan, bir aç¬k kümedir. Tümleyeni aç¬k olan bir
küme kapal¬oldu¼gundan, A bir kapal¬kümedir.

9. A � A oldu¼gunu gösteriniz. (A: A n¬n kapan¬̧s¬)
I Bunun için her a 2 A için a 2 A, yani A n¬n her bir eleman¬n¬n A n¬n bir kapan¬̧s
noktas¬oldu¼gunu göstermeliyiz. Her " > 0 için (a � "; a + ") \ A 6= ; oldu¼gunda a
noktas¬A kümesinin bir kapan¬̧s noktas¬olarak adland¬r¬ld¬¼g¬ndan, bu tan¬m gere¼gi
A kümesinin her bir eleman¬A n¬n kapan¬̧s noktas¬d¬r. Yani herhangi bir a 2 A için
a 2 A d¬r. Bu durumda A � A olur.



10. A =
�
0; 1; 1

2
; 1
4
; � � � ; 1

2n
; � � �

	
kümesinin y¬¼g¬lma noktalar¬n¬, izole noktalar¬n¬ ve ka-

pan¬̧s¬n¬bulunuz.

I x 2 R olsun. E¼ger x < 0 ise " = �x
2
> 0 için (x� "; x+ ") komşulu¼gu A n¬n hiçbir

eleman¬n¬ içermez ((x � "; x + ")�fxg \ A = ;). E¼ger x > 1 ise " = x�1
2
> 0 için

(x�"; x+") komşulu¼gu da A n¬n hiçbir eleman¬n¬içermez((x�"; x+")�fxg\A = ;).
Her n 2 N için 1

2n
2 (0; 1] ve 1

2n
< 1

2n�1 oldu¼gundan, her x 2 (0; 1] için bir n 2 N vard¬r
ki 1

2n
< x � 1

2n�1 olur. " < min
�
x� 1

2n
; 1
2n�1 � x

	
seçilirse (x� "; x+ ")�fxg \A = ;

olur. x = 0 ise, Aŗsimet ilkesi gere¼gi, her " > 0 için 1
2n
< " olacak şekilde bir n 2 N

vard¬r (a = n
2n
; b = " > 0). Bu durumda 1

2n
2 (0� "; 0+ ")�f0g\A 6= ;. Bu durumda

0 say¬s¬A kümesinin bir y¬¼g¬lma noktas¬d¬r: A0 = f0g:
A kümesinin 0 d¬̧s¬ndaki tüm elemanlar¬A n¬n bir izole noktas¬d¬r.

A = A [ A0 oldu¼gundan A = A [ f0g = A =
�
0; 1; 1

2
; 1
4
; � � � ; 1

2n
; � � �

	
elde edilir.


