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S o r u l a r v e C e v a p l a r ¬

1. Gerekli aç¬klamalar¬ yaparak A = [1; 3) kümesinin kompakt olup-olmad¬¼g¬n¬ belir-
leyiniz.

I A = [1; 3) kümesinde (an) = (3 � 1
n
) dizisini alal¬m. lim

n!1
an = 3 ve 3 =2 A oldu¼gu

kolayl¬kla görülebilir. Teorem 5.1.70 den dolay¬A kapal¬bir küme de¼gildir, dolay¬s¬yla
Heine-Borel Teoreminden dolay¬A kümesi kompakt de¼gildir.

2. f : (0;1)! R, f(x) = 1
x
fonksiyonu veriliyor.

(a) f nin üstten s¬n¬rl¬olmad¬¼g¬n¬gösteriniz.
I f nin üstten s¬n¬rl¬olmas¬için bir M reel say¬s¬her x 2 (0;1) için f(x) � M
olacak şekilde var olmal¬d¬r. f nin (0;1) da üstten s¬n¬rl¬oldu¼gunu kabul edelim.
Bu durumda birM reel say¬s¬(0;1) daki her x için 1

x
�M olacak şekilde vard¬r.

Di¼ger taraftan xM 2 (0;1) say¬s¬ xM < 1
M
olacak şekilde al¬n¬rsa, f(xM) =

1
xM
> M olur. Bu da f nin üstten s¬n¬rl¬olmas¬kabulüyle çeli̧sir. Bu durumda f

fonksiyonu (0;1) da üstten s¬n¬rl¬de¼gildir.
(b) Her a > 0 reel say¬s¬için f nin [a;1) aral¬¼g¬nda s¬n¬rl¬oldu¼gunu gösteriniz.

I a > 0 reel say¬s¬için [a;1) aral¬¼g¬üzerinde f nin s¬n¬rl¬olmas¬için gerek ve
yeter koşul bir M > 0 say¬s¬n¬n her x 2 [a;1) için jf(x)j � M olacak şekilde
var olmas¬d¬r. M = 1

a
al¬n¬rsa, her x 2 [a;1) için x � a ve dolay¬s¬yla 1

x
� 1

a

oldu¼gundan, jf(x)j =
�� 1
x

�� � 1
a
= M elde edilir. Bu durumda f fonksiyonu a > 0

için [a;1) da s¬n¬rl¬d¬r.

3. f : A! R ve g : A! R s¬n¬rl¬fonksiyonlar olsun. f +g : A! R fonksiyonunun s¬n¬rl¬
oldu¼gunu gösteriniz.

I f : A ! R ve g : A ! R s¬n¬rl¬ fonksiyonlar oldu¼gundan, M1;M2 > 0 say¬lar¬
her x 2 A için jf(x)j � M1 ve jg(x)j � M2 olacak şekilde vard¬r. Üçgen eşitsizli¼gi
kullan¬larak, her x 2 A için

j(f + g)(x)j = jf(x) + g(x)j � jf(x)j+ jg(x)j �M1 +M2

elde edilir. Bu durumda bir M =M1 +M2 > 0 say¬s¬her x 2 A için j(f + g)(x)j �M
olacak şekilde var oldu¼gu için f + g fonksiyonu s¬n¬rl¬d¬r.

4. Dizilerin yak¬nsakl¬k tan¬m¬n¬kullanarak lim
n!1

2n2+1
n2+3n

= 2 oldu¼gunu gösteriniz.

I " > 0 verilmi̧s olsun.���� 2n2 + 1n2 + 3n
� 2
���� = ����2n2 + 1� 2n2 � 6nn2 + 3n

���� = ���� 1� 6nn2 + 3n

���� = 6n� 1
n2 + 3n

<
6n

n2 + 3n
<
6n

n2
=
6

n

oldu¼gundan, n" > 6
"
seçilirse, bir n" 2 N say¬s¬her n � n" için���� 2n2 + 1n2 + 3n

� 2
���� < 6

n
� 6

n"
< "

olacak şekilde var oldu¼gundan
�
2n2+1
n2+3n

�
dizisinin limiti 2 dir.



5. Alt dizilerini kullanarak (an) =
�
(1� 1

n
) sin n�

2

�
dizisinin ¬raksak oldu¼gunu gösteriniz.

I Bir dizinin yak¬nsak alt dizileri farkl¬ limitlere sahipse bu dizi ¬raksakt¬r. Verilen
(an) dizisinin (a2k), (a4k+1) ve (a4k�1) alt dizilerinin limitlerine bakal¬m:

k = 1; 2; 3; � � � için a2k =
�
1� 1

2k

�
sin 2�k

2
=
�
1� 1

2k

�
sin �k = 0 =) lim

k!1
a2k = 0;

k = 0; 1; 2; 3; � � � için a4k+1 =
�
1� 1

4k+1

�
sin (4k+1)�

2
=
�
1� 1

4k+1

�
=) lim

k!1
a4k+1 = 1;

k = 1; 2; 3; � � � için a4k�1 =
�
1� 1

4k�1
�
sin (4k�1)�

2
= �

�
1� 1

4k�1
�
=) lim

k!1
a4k�1 = �1:

Her bir alt dizi yak¬nsak, fakat farkl¬limitlere sahip oldu¼gundan, verilen dizi ¬raksakt¬r.

6. a1 = 1 ve her n 2 N için an+1 = 1
4
(an+5) şeklinde tekrarlamal¬olarak tan¬mlanan (an)

dizisinin monoton ve s¬n¬rl¬oldu¼gunu göstererek limitini bulunuz.

I Verilen dizinin terimleri (an) =
�
1; 1

3
; 13
8
; 53
32
; 213
128
; � � �

�
şeklindedir. Öncelikle dizinin

s¬n¬rl¬ oldu¼gunu gösterelim. Dizinin terimlerinden dizinin 1 ile alttan s¬n¬rl¬ oldu¼gu
kolayca görülebilir. Ard¬ndan dizinin 2 ile üstten s¬n¬rl¬ oldu¼gunu, yani her n 2 N
için an � 2 oldu¼gunu göstermeliyiz. Bunun için tümevar¬m kullanal¬m. a1 = 1 � 2
oldu¼gundan n = 1 için önerme do¼grudur. ak � 2, yani n = k için önermenin do¼gru
oldu¼gunu kabul edelim. Bu durumda ak+1 = 1

4
(ak+5) � 1

4
(2+5) = 7

4
< 2 oldu¼gundan,

önerme n = k + 1 için de do¼grudur. O halde her n 2 N için an � 2 elde edilir. Yani
dizi üstten s¬n¬rl¬d¬r, dolay¬s¬yla s¬n¬rl¬d¬r.

Şimdi de dizinin artan oldu¼gunu tümevar¬m kullanarak gösterelim. a1 = 1 ve a2 =
1
4
(a1 + 5) =

1
4
(1 + 5) = 3

2
=) a1 < a2 oldu¼gundan n = 1 için dizi artand¬r. n = k

için dizinin artan oldu¼gunu, yani ak < ak+1 oldu¼gunu kabul edelim. Bu durumda
ak+1 =

1
4
(ak + 5) <

1
4
(ak+1 + 5) = ak+2 oldu¼gundan, n = k + 1 için önerme do¼gru,

dolay¬s¬yla dizi artand¬r.

Bu durumda, Monoton Yak¬nsakl¬k Teoreminden (Teorem 5.2.9) dolay¬ verilen dizi
yak¬nsakt¬r ve limiti vard¬r: lim

n!1
an = a olsun. Dizi yak¬nsak oldu¼gundan lim

n!1
an =

lim
n!1

an+1 oldu¼gunu biliyoruz (Sonuç 5.2.65). Böylece lim
n!1

an+1 = a olur. Buradan her

n 2 N için an+1 = 1
4
(an + 5) eşitli¼ginin her iki taraf¬n¬n n ! 1 iken limiti al¬n¬rsa,

a = 1
4
(a+ 5) =) a = 5

3
elde dilir. Sonuç olarak lim

n!1
an =

5
3
bulunur.

7. Limit özelliklerini kullanarak aşa¼g¬da verilen dizilerin limitini bulunuz.

(a) lim
n!1

5n2�2n+1
3n�2n2 (b) lim

n!1

p
3n+1p
n+
p
3

I (a)

lim
n!1

5n2 � 2n+ 1
3n� 2n2 = lim

n!1

n2
�
5� 2

n
+ 1

n2

�
n2
�
3
n
� 2
� = lim

n!1

5� 2
n
+ 1

n2

3
n
� 2

=
lim
n!1

5� lim
n!1

2
n
+ lim
n!1

1
n2

lim
n!1

3
n
� lim

n!1
2

=
5� 0 + 0
0� 2 = �5

2



(b)

lim
n!1

p
3n+ 1

p
n+

p
3
= lim

n!1

p
n
�p
3 + 1p

n

�
p
n
�
1 +

p
3p
n

� =
lim
n!1

p
3 + lim

n!1
1p
n

lim
n!1

1 + lim
n!1

p
3p
n

=

q
lim
n!1

3 +
q
lim
n!1

1
n

lim
n!1

1 +
q
lim
n!1

3
n

=

p
3 + 0

1 + 0
=
p
3

8. (an) = (n2 (�1 + (�1)n)) dizisi için lim sup
n!1

an ve lim inf
n!1

an de¼gerlerini bulunuz.

I (an) = (�2; 0;�18; 0;�50; 0;�98; 0; � � � ) dizisi alttan s¬n¬rl¬olmayan bir dizidir. Bu
yüzden lim inf

n!1
an = �1 ve lim sup

n!1
an = 0 olur.

9. Tan¬m kullanarak (an) =
�
1
2n

�
dizisinin bir Cauchy dizisi oldu¼gunu gösteriniz.

I " > 0 verilmi̧s olsun. m > n için���� 12n � 1

2m

���� = 1

2n

����1� 1

2m�n

���� < 1

2n

olur. O zaman n" > log2
�
1
"

�
seçilirse, her " > 0 için bir n" 2 N say¬s¬her m;n � n"

için m > n iken

jan � amj <
1

2n
� 1

2n"
< "

olacak şekilde var oldu¼gundan (an) dizisi bir Cauchy dizisidir.

10. Fonksiyonlar¬n limit tan¬m¬n¬kullanarak lim
x!2
(3x� 7) = �1 oldu¼gunu gösteriniz.

I Verilen her " > 0 say¬s¬için 0 < jx� 2j < �" koşulunu sa¼glayan her x reel say¬s¬için
j(3x� 7)� (�1)j < " olacak şekilde bir �" > 0 say¬s¬bulmak istiyoruz.

j(3x� 7)� (�1)j = j3x� 6j = 3 jx� 2j

oldu¼gundan, �" = "
3
seçilirse,

0 < jx� 2j < �" iken j(3x� 7)� (�1)j = 3 jx� 2j < 3�" = 3
�"
3

�
= "

oldu¼gundan, lim
x!2
(3x� 7) = �1 elde edilir.


