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Sorular ve Cevaplari

1. Gerekli agiklamalar1 yaparak A = [1,3) kiimesinin kompakt olup-olmadigini belir-
leyiniz.
» A = [1,3) kiimesinde (a,) = (3 — L) dizisini alahm. lima, = 3 ve 3 ¢ A oldugu

n—0o0

kolaylikla goriilebilir. Teorem 5.1.70 den dolay1 A kapali bir kiime degildir, dolayisiyla
Heine-Borel Teoreminden dolay1 A kiimesi kompakt degildir.

2. f:(0,00) = R, f(z) =1 fonksiyonu veriliyor.

(a) f nin iistten sinirh olmadigim gosteriniz.
» f nin iistten simirh olmasi igin bir M reel sayis1 her = € (0,00) igin f(z) < M
olacak gekilde var olmalidir. f nin (0, c0) da iistten sinirh oldugunu kabul edelim.
Bu durumda bir M reel sayisi (0, 00) daki her z i¢in % < M olacak sekilde vardir.
Diger taraftan z) € (0,00) sayis1 xp < 57 olacak sekilde ahmrsa, f(zp) =
— > M olur. Bu da f nin iistten sinirli olmasi kabuliiyle celigir. Bu durumda f

fonk81yonu (0,00) da tistten smirh degildir.

(b) Her a > 0 reel sayisi i¢gin f nin [a, 00) araliginda simirli oldugunu gosteriniz.

» a > 0 reel sayisi i¢in [a,00) aralig: iizerinde f nin sinirh olmasi igin gerek ve
yeter kosul bir M > 0 saywisinin her x € [a, 00) igin |f(z)] < M olacak sekilde
var olmasidir. M = % almirsa, her » € [a,00) icin # > a ve dolayisiyla =< 1
oldugundan, |f(x)| = ‘1| < L — M elde edilir. Bu durumda f fonksiyonu a > ()
icin [a, 00) da smurhdir.

3. f:A— Rveg:A— R smirh fonksiyonlar olsun. f+g¢g: A — R fonksiyonunun sinirh
oldugunu gosteriniz.

» f: A— Rveg: A — R simrh fonksiyonlar oldugundan, M, My > 0 sayilar
her z € A icin |f(z)| < M ve |g(x)] < M, olacak sekilde vardir. Ugcgen esitsizligi
kullanilarak, her x € A i¢in

((f +9)(@)| = [f(2) + g(0)] < |f(@)] + |g(2)] < My + M,

elde edilir. Bu durumda bir M = M; + M, > 0 sayist her z € A icin |(f + ¢g)(x)] < M
olacak sekilde var oldugu icin f + ¢ fonksiyonu siirhdir.

4. Dizilerin yakinsaklik tanimimi kullanarak lim % = 2 oldugunu gosteriniz.
» ¢ > ( verilmis olsun.
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oldugundan, n. > g secilirse, bir n. € N sayis1 her n > n. i¢in
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olacak gekilde var oldugundan < ) dizisinin limiti 2 dir.



5. Alt dizilerini kullanarak (a,) = ((1 — 1) sin %) dizisinin wraksak oldugunu gosteriniz.

» Bir dizinin yakinsak alt dizileri farkl limitlere sahipse bu dizi iraksaktir. Verilen
(a,) dizisinin (ag), (a4rs1) ve (asx—1) alt dizilerinin limitlerine bakalim:

k=1,2,3,--- icin ag, = (1——)5111M (1——)sm7rk’—0:> hmagk—O

k=0,1,2,3,--- i¢in a4 = (1 — 4kl+1) sin (4k;1) (1 — 4k:+l) — hm a4k+1 =1,

k=1,2,3, i¢in ag_ = (1 — g2 sin DT = — (1~

y = 5 — hm a4k 1= —1.
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Her bir alt dizi yakinsak, fakat farkl limitlere sahip oldugundan, Verllen dizi iraksaktir.

. a; =1vehern € Nicin a,,1 = i(an +5) seklinde tekrarlamali olarak tammlanan (a,,)
dizisinin monoton ve sinirhi oldugunu gostererek limitini bulunuz.

» Verilen dizinin terimleri (a,) = (1, é, 183, g;’, f;g, o ) seklindedir. Oncelikle dizinin
sinirh oldugunu gosterelim. Dizinin terimlerinden dizinin 1 ile alttan siirli oldugu
kolayca goriilebilir. Ardindan dizinin 2 ile iistten smirl oldugunu, yani her n € N
i¢in a, < 2 oldugunu gostermeliyiz. Bunun i¢in timevarim kullanalim. a; =1 < 2
oldugundan n = 1 i¢in 6nerme dogrudur. a; < 2, yani n = k i¢in 6énermenin dogru
oldugunu kabul edelim. Bu durumda az41 = 3(ap+5) < 1(2+5) = 7 < 2 oldugundan,
onerme n = k + 1 i¢in de dogrudur. O halde her n € N igin a,, < 2 elde edilir. Yani

dizi tistten siirhdir, dolayisiyla sinirhdir.

Simdi de dizinin artan oldugunu tiimevarim kullanarak gosterelim. a; = 1 ve ay =
%1(&1 +5) = %(1 +5) = % =—> a; < ag oldugundan n = 1 i¢in dizi artandir. n = k
i¢in dizinin artan oldué;unu yani ap < apsq oldugunu kabul edelim. Bu durumda
g1 = (ak +5) < (ak+1 + 5) = agyo oldugundan, n = k + 1 igin 6nerme dogru,
dolaylslyla dizi artandlr

Bu durumda, Monoton Yakinsaklik Teoreminden (Teorem 5.2.9) dolay: verilen dizi
yakinsaktir ve limiti vardir: lim a,, = a olsun. Dizi yakinsak oldugundan lim a, =
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lim a,,1; oldugunu biliyoruz (Sonug 5.2.65). Boylece lim a,.; = a olur. Buradan her

n € Nicin a,1 = i(an + 5) esitliginin her iki tarafinin n — oo iken limiti aliirsa,
a = 1(a+5) = a =2 elde dilir. Sonug olarak lim a,, = 2 bulunur.

. Limit ozelliklerini kullanarak asagida verilen dizilerin limitini bulunuz.
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an) = (n? (=14 (—1)")) dizisi icin lim supa,, ve liminfa, degerlerini bulunuz.
&
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» (a,) =(—2,0,—18,0,—50,0,—98,0, - -) dizisi alttan siirh olmayan bir dizidir. Bu
yiizden liminfa,, = —oo ve lim supa,, = 0 olur.
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Tanim kullanarak (a,) = (2%) dizisinin bir Cauchy dizisi oldugunu gosteriniz.

» ¢ > 0 verilmis olsun. m > n icin
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olur. O zaman n. > log, (%) secilirse, her € > 0 icin bir n. € N sayist her m,n > n,
igin m > n iken

olacak sekilde var oldugundan (a,) dizisi bir Cauchy dizisidir.
Fonksiyonlarm limit tanimim kullanarak lir% (3z — 7) = —1 oldugunu gosteriniz.

» Verilen her € > 0 sayisi i¢in 0 < |z — 2| < §. kogulunu saglayan her x reel sayisi i¢in
|(3z — 7) — (—1)| < e olacak sekilde bir §. > 0 sayis1 bulmak istiyoruz.

|3z = 7) — (—1)| = |3z — 6| = 3|z — 2

oldugundan, J. = % secilirse,

0 <o —2| <d. iken |32 —7) = (~1)| =8|z — 2| < 35. =3 (5 ) ==

oldugundan, lin; (3z —7) = —1 elde edilir.



