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Bolim 1
Giris

1.1 Temel Bilgiler

Bu alt boliimde baz1 temel bilgilerin bir hatirlatmasini verecegiz. Bununla
birlikte baz1 temel analiz ve soyut matematik bigilerinin okuyucu tarafindan
bilindigini varsayiyoruz. Bu sebeple, mutad olan sembolleri, neyi temsil
ettgini belirtmeden dogrudan kullanacagiz. Mesela Z, R, C, N gibi.

Tanim 1.1.1 Belirli nesnelerin kolleksiyonuna kiime, her bir nesneye de bu
kiimenin bir elemam denir. Elemant olmayan kimeye ise bog kiime denir ve
¢ ile veya {} ile gdsterilir.

A bir kiime ve a da bu kiimenin bir elemani ise bu, a € A ile gosterilir.
a,b € Aigin (a,b) = {{a},{a,b}} ye bir siral ikili denir. a,b,c,d € A i¢in,
(a,b) = (¢, d) olmasi igin gerek ve yeter sart a = ¢,b = d olmasidir.

Tanim 1.1.2 Bos olmayan A ve B kiumeleri verilsin. Elemanlary siraly k-

tliler olan
Ax B={(z,y)|lz € A,y € B}

kiimesine A ve B nin karteziyen carpimi denir.

Buna gore R x R, diizlemdeki biitiin noktalara karsilik gelen tiim ikililerin
kiimesidir.

Tanim 1.1.3 A ve B verilmis kiumeler olsun. A nin her elemani B nin de
bir elemant ise A ya B nin bir altkimesidir denir ve A C B ile gdsterilir.



Tanim 1.1.4 A ve B kimeleri verilsin. A x B nin bir R alt kiimesine A
dan B ye bir baginty denir. A = B ise R ye A da bir bagintidir denir.

Tanim 1.1.5 R, A da bir baginti ve a,b,c,€ A olsun. Sayet R,
(i) (a,a) € R, Va € A (yansima 6z.)
(it) (a,b) € R = (b,a) € R (simetri dz.);

(11i) (a,b) € R ve (b,c) € R tken (a,c) € R(gegisme 6z.);

() (a,b) € R ve (b,a) € R ise a = b (ters simetri iz.).

ozelliklerinden ilk ti¢ini saglhyorsa bir denklik bagintisi, 1, 111 ve v 6zelliklering
saglyorsa bir siralama bagintisidar.

Tanim 1.1.6 A bir kime ve R, A da bir siralama bagintist olsun. Bu du-
rumda A ya (R altinda) kismi svraly bir kiime denir.

Ornekler :

a. X, elemanlar1 kiimeler olan bir kiime olsun. X, C bagintisi altinda bir
kismi sirali kiimedir.

b. <, R reeel sayilar kiimesi tizerinde bir siralama bagintisi olugturur.

c. z = y(mod n), modiil n ye gore kalan siniflarini olugturma Z iizerinde bir
denklik bagintisidir. (x = y(modn) & n |z —y)

Tanim 1.1.7 A bir kime, R, A da bir denklik bagintisi ve a,b € A olsun.
a € A ya denk olan elemanlarin {x € A : (x,a) € R} kiimesine a min denklik
sinafo denir ve [a] veya a ile gosterilir. (a,b) € R ise, simetri dzelliginden
dolays, a = b dir.

R nin A da olugturdugu denklik smiflarmin kiimesini A/R ile gosteririz.
Buna gore; Va € A igin a # () ve

Ja=4a= ] a

acA acA/R



Tamim 1.1.8 A bir kime ve {A;|i € I}, A mn altkimelerinin bir ailesi
olsun. Bu durumda

(i) Vi € I icin A; # 0;
(ii) Uies Ai = A,
(iii) Ai(A; =0,Yi#j5€l;
saglyorsa {A;|i € 1} ya A mn bir par¢alanisy (ayrsvma) denir.
Teorem 1.1.9 A bir kiime ve R, A da bir denklik bagintisy olsun. Bu du-
rumda AJ/R, A nin bir par¢alanising verir. Tersine, P, A min bir parcalanig

olsun. Bu durumda A da (yalniz) bir R bagintise vardur dyleki A/R = P dir.
(Gosteriniz. )

Bu teoremin bir sonucu olarak:

Sonug 1.1.10 A, bos olmayan bir kiime olsun. Bu durumda E(A) ve Q(A),
siraswyla, A daki tum denklik bagintilarime ve A nin tim parcalanislaring
gostermek tzere;

¢ B(A) — Q(A)
R +— A/R

fonksiyonu birebir orten bir dénisimdir. (bak|5])

Tamim 1.1.11 G bostan farkl bir kiime olsun. (a,b) — axb ile tanimlanan
*: G X G — G fonksiyonuna bir ikili islem denir (a b € G). Burada x,
verilen tarife gore, ¢carpma, toplama ya da degisik bir islem olabilir. Genel
olarak a b yerine ab kullanalur.



Bolim 2

Grup

2.1 Yari1 Grup, Monoid ve Grup

Tanim 2.1.1 Bos olmayan bir G kiimesi tzerinde
x: GxG — G
(a,b) +——>axb
kili 1slems tansmlansin. Bu durumda G,
(i) Ya,b,c,€ G igin (a*b) xc=ax (bxc), (birlesme 6z.)

(i1) Je € G oyleki Va € G igin a* e = e*a = a, (birim eleman 6z.)

(iii) Va € G i¢in 3b € G dylekiaxb=bxa=e, b:=a""' (ters eleman 6z.)

(iv) Ya,b € G igin axb=">0xa, (degisme 6z.)

ozelliklerinden, siraswyla, © saglaniyorsa yari grup, @ ve it saglaniyorsa mo-
noid, i,i7 ve it saglanwyorsa grup, i, i, 111 ve v saglaniyorsa Abel grup
veya degismeli grup adine alur.

Not : Baz yazarlar x ikili igleminin tanmimli olmasini, yani Va,b € G
icin a x b € G saglamasim ayr1 bir 6zellik (kapalilik) olarak vermekte olup,
buna gore, yar1 grup, monoid, grup ve Abel grup kapalilik 6zelligini saglayan
yapilardir.

Tamim 2.1.2 Bir G grubunun elaman sayisina G nin mertebesi denir ve |G|
ile gostrilir. Sayet |G| < 0o ise G ye sonlu, aksi takdirde sonsuz grup denir.
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Notasyon: G bir grup ve *, G de tanimh ikili iglem olsun. Uzerinde tanimh
islemin belirtilmesi gerektlgmde G grubu (G, %) ile gosterilir. Ustelik,

VaeGveVneNicina® =ag*ax*...xqavea " =a '*a" 1*...*@ !ile
—— ~~ 7
n—tane n—tane

tammbdir. n = 0 icin a” = e dir. Islem belirtilmedikce a,b € G icin a * b
yerine ab kullanacagiz.

Teorem 2.1.3 G bir grup olsun. Bu durumda:
(1) Jle € G (birim eleman tektir. );

(i1) a € G igin a®> = a ise a = e dir. (idempotent eleman yalnz ¢);

(11i) Ya,b,c € G igin ab = ac veya ba = ca ise b = ¢ dir. (sirasiyla, soldan
ve sagdan kisaltma)

(iv) Ya € G igin Jla™! € G (her elemanin tersi var ve tek);
(v) Ya € G igin (a™ )7t = a;
(vi) Ya,b € G icin (ab)™' =b"ta™t;

dir.

Teorem 2.1.4 G bir grup ve a,b € G verilsin. ax = b ve ya = b egitlikleri
G de yalmz bir ¢oziime sahiptir.

Ornek 2.1.5 G, H birer grup olsun. G x H = {(g,h)|g € G ve h € H}
karteziyen ¢arpvmu tzerinde x iglemi, (g1,h1) * (g2,h2) = (9192, hihe) ile
tansmlansin. Bu durumda (G X H,*) bir gruptur (gosteriniz). Bu gruba G
ile H wn direkt carpim grubu denir. Bu grubun birimi (eq,ex) ve (g,h)~! =

(g7, h7Y) dir (burada eg ve ey, siraswyla, G ve H wn birimleri).

Ornek 2.1.6 X # 0 olmak iizere Sy = {f|f : X — X bire-bir ve érten}
fonksiyonlar kiimesi tizerinde “o” bileske islemi iyi tanwmly olup (Sx,o0) bir
gruptur (gosteriniz). Bu gruba permiitasyon grubu denir. dzel olarak
X ={1,2,...,n} i¢in Sx Simetrik grup adini alir ve Sy, ile gdsterilir.

Ornek 2.1.7 Bir diizlemde diizgiin ¢okgenin (n-gen) simetrik hareketlerinin
olusturdugu kimeyi D, ile gosterelim. Sabit nokta etrafinda saatin aksi
yoniinde 2w /n radyanbk donisi o, sabit nokta ile ilk koseden gecen ek-
sene gore yansimayr T ile gosterelim. Buna gore, bu hareketlerin bileskesi
altinda D,, bir grup olusturur (n = 4 igin gosteriniz). Bu grup n = 4 i¢in
Dy ={1,0,0% 0% 7,70, 70%,70%} olup |Dy| =8 dir (v, birim don.).
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Teorem 2.1.8 G bir yary grup olsun. Sayet G nin sag birimi ve G dek:i her
elemanin sag tersi varsa G bir grup olur.

Uyar1: Yukaridaki teorem, sol birim ve sol ters i¢in de saglar fakat, capraz
durumda, yani, sag birim ve sol ters veya sol birim ve sag ters varligi duru-
munda saglamak zorunda degildir.

0 0 0 0
trislerin kimesi matris ¢arpima iglems altinda bir yargruptur.

a b][1 0] [a 0 Lo)fab]_fab]
oojloo|~ oo™ oofloo0o] |oo] "
sol birim fakat sag birim degil. Ote yandan a # 0 i¢in

:'1/a0 1o a 0)[a b] [1 b/a

0 0]_{00}”6[0 0“001_{0 0}01“7”

nin sag tersi var fakat sol tersi yok. Dolaysiyla G bir grup degildir.

Ornek 2.1.9 G:{[a b} :a,beR}\{o O},2x2—tiplidstsatzrma—

o Q O o = O
O T O OO O
L 1L

Onerme 2.1.10 G bir yary grup olsun. Bu durumda G nin bir grup olmas:
icin gerek ve yeter sart, her a,b € G i¢in ax = b ve ya = b esitliklerinin G
de bir ¢coziminun olmasidar.

Onerme 2.1.11 G bir grup olsun. Asagqidaki sartlardan birini sagladige
takdirde G bir Abel gruptur:

(i) Ya,b € G igin (ab)® = a®V?;
(ii) Ya,b € G igin (ab)™' = a0,
(iii) VYa € G igin a® = e;

(iv) Ya,b € G ve Vn € Z% i¢in (ab)” = a™b", (ab)"™ = """ ve
(ab)n+2 — an+2bn+27 (n > 2);.

NOT: yukarnidaki iv. oOzellik ardigik ii¢ say1 i¢in saglamadiginda G Abel
olmayabilir.

Ornek 2.1.12 Qg = {£1, £i, +7, £k} kuaternion-8 grubu Abel degildir (gosteriniz).



2.2 Homomorfizma ve Altgruplar

Tanim 2.2.1 G ve H birer yari grup olsunlar. Ya,b € G i¢in f(ab) =
f(a)f(b) saglayan f: G — H fonksiyonuna bir homomorfizma veya homo-
morfizm denir. Bu durumda f, bire-bir ise bir monomorfizma, orten ise bir
epimorfizma, bire-bir ve orten ise bir izomorfizma dur. f in bir izomorfizma
olmast G = H ile gosterilir. f : G — G homomorfizmasina bir endomor-
fizma denir. Bu durumda, bire-bir orten olmasi halinde f bir otomorfizma
adimy alwr. f: G — H ve g: H — K iki yargrup homomorfizmas: ol-
sun. Bu durumda gf : G — K da bir homomorfizma olup f ve g nin ortak
yapilarina (monomorfizma, epimorfizma, izomorfizma gibi) sahiptir.

Onerme 2.2.2 f G — H bir grup homomorfizmasi olsun. (G ve H
birer grup, f, homomorfizma.) Bu durumda f(eq) = ey ve Ya € G igin
fla™) = (f(a))~! dir. (Bu ézellikler yari-gruplar icin saglamayabilir.)

Ornek 2.2.3 f + Z— 7Z,, donisumu bir grup epimorfizmasidar.
nr——n

Ornek 2.2.4 G bir Abel grup olsun. Bu durumda:

(i) a— a!

(a € G).

ile tanamly f + G — G dondisimi bir grup otomorfizmasidir

(ii) a — a* ile tammh f: G — G doniigiimii bir grup endomorfizmasidir

(a € G).
Tanim 2.2.5 f: G — H bir grup homomorfizmast olsun. Bu durumda:

(i) Cek(f) ={a € G|f(a) =en} ye f in cekirdegi denir;

(ii)) A C G olmak tizere f(A) ={b e H|b= f(a), Ja € A} kiimesine A min
f altinda goriintiist denir, A = G halinde bu kime Im(f) ile gosterilir;

(iii) B C H olmak tizere f~(B) = {a € G|f(a) € B} kiimesine B nin f
altinda ters gorintisi veya ongorintisiu denir.

Tanim 2.2.6 G bir grup H C G bos olmayan bir kiume olsun. H, G de
tanamly islem altinda bir grup olusturuyorsa H ye G nin bir altgrubudur denir
ve H < G 1ile gosterilir.



Yukaridaki tanmima ornek olarak, G < G ve {e} < G birer alt gruptur.
Bunlardan ikincisine 6zel olarak asikar altgrup denir. Bu ikisinin disinda,
H < G saglayan her H altgrubuna G nin o0z altgrubu ya da has altgrubu
denir, H < G ile gosterilir.

Teorem 2.2.7 H bir G grubunun altkimesi olsun. Bu durumda:
H<G&Va,be Higinab™ € H

dir.

Teorem 2.2.8 f: G — H bir grup homomorfizmas: olsun. Bu durumda:
(1) Cek(f) ={a€G|f(a) =en} <G ;
(i) A< G ise f(A)={be H|b= f(a), Ja € A} < H;

(iii) B < H ise f~(B) = {a € G|f(a) € B} < G dir.

Teorem 2.2.9 f:G — H bir grup homomorfizmasi olsun. Bu durumda:
(i) f bir monomorfizma < Cek(f) = {ec} ;
(i1) f bir izomorfizma < Af~' : H — G (grup homomor.) oyleki

fof'=1u & flof =1¢.
Ornek 2.2.10 nZ = {nz:n €7 sabit,z € Z}, (Z,+) nin bir altgrubudur.
(gosteriniz).

Odev 2.2.11 G bir grup ve Hy, Hy < G olsun. Bu durmda Hi N Hy < G
dir, gosteriniz. Daha genel olarak; G nin altgruplarinin bir {H; : i € I} ailesi
igin, (,e; Hi < G dir, gosteriniz.

Tanim 2.2.12 G bir grup, X, G nin bir altkimesi ve {H; : i € 1} de X i
barindiran bitin H; altgruplarman ailesi olsun. Bu durumda (o, H; ye G
de X in gerdigi (dogurdugu-trettigi) altgrup denir ve < X > ile gdsterilir.
Sayet X = {aq, ..., a;} sonlu bir kime ise bu durmda < X >=< aq,...,a; >
yazariz, a; € G. Eger G =< aq,...,a; > ise G ye sonlu gerilmistir denir

( G nin kendisi sonlu olmak zorunda degil).

Yukaridaki tanima gore X C G igin < X > altgrubunun elemanlari af*a3? - - - a;"
sonlu ¢arpimindan olusur (a; € X, n; € Z).

Tanim 2.2.13 G bir grup olsun. C = {a € Glax = za, Vo € G} kiimesine
G nin merkezi denir ve Z(G) ile gosterilir.

Odev 2.2.14 Z(G) < G dir, gésteriniz.
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2.3 Devirli Gruplar

Tanim 2.3.1 G bir grup ve a € G olsun. G =< a > ise G ye bir devirli grup
denir. Sayet G = {a™|m € Z} ={...,a a7, 1,a,a?, ...} ise G ye sonsuz
devirli grup, G =< a:a"=1,3n € Nt >= {a,a?,...,a" 1, a" =1} ise G
ye n-mertebeli (sonlu) devirli grup denir (Burada 1, birimi temsil etmekte).

Devirli grubun temel ozellikleri: G = < a > verilsin. Bu durumda:
(i) |G| sonsuz ise;

(a) a" =1 k=0;

(b) i # j i¢in a' # o/, tiim elemanlar biribirinden farkl.
(ii) |G| =n (G, n-mertebeli) ise;

(a) a" =1 yapan en kiigiik pozitif tam say1 n dir;

(b) G = {a,ad? ...,a" ' a® = 1} biribirinden farkli n-elemandan

olusur.

Teorem 2.3.2 Z toplamsal grubunun her H alt grubu devirlidir. Ustelik
H=<0>wveya3m e Z: H=<m> vel|H| sonsuz, burada m € H ve m,
H ta barinan en kiictk pozitif tam sain.

Teorem 2.3.3 G, n-mertebeli bir devirli grup ve G =< a > olsun. Bu
durumda:

(i) a*=1<n|k (ke N)
(i) " =a®* < r=s(modn) (r,s € Z);
(iii) k| n ise |a¥| = n/k dir.
Teorem 2.3.4 (i) Her sonsuz devirli grup, Z toplamsal grubuna, ve

(i1) n-mertebeli devirli grup, Z, toplamsal grubuna izomorftur.

Teorem 2.3.5 Bir G devirli grubunun her altgrubu da devirlidir.
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Devirli Gruplarda Uretecler

I-Sonsuz devirli gruplarda iiretecgler: Z de belirlenecek her eleman
izomorfizma yoluyla diger sonsuz gruplara tasinacagindan Z deki iiretecleri
belirlememiz yeterli olacaktir. Bir m € Z i¢cin < m >= Z olsun. < 1 >=17
olup 1 < m > dir. O halde;

le<mk:ke€eZ>=>1=mk, dk€cZ=>m=1/k=k=+x1=m==1

Boylece Z =< 1 >=< —1 >. Yani sonsuz devirli gruplarin yalniz iki tireteci
vardir. Buna gore, bir G sonsuz devirli grubu icin G =< a >=< a~! > dir

(a € G).

II-Sonlu devirli gruplarda iiretecler: Z, de belirlenecek her eleman
izomorfizma yoluyla n-mertebeli bagka gruplara tasinabileceginden Z, deki
iiretecleri bulmamiz yeterlidir. k € Z, ve < k >= Z, olsun. < 1 >= Z,
olup 1 €< k > olmalidir. Bu da

le<k>sle<km:meZ>&1=mk(modn) & 1=mktng < (k,n) =1
(¢ €7Z). Buna gore G =< a:a" =1 > i¢in G =< a* >& (k,n) = 1.

Odev 2.3.6 U(Zy,) idiretecler kiimesi carpma iglemi altinda ®(n) (Euler fonk.)
mertebeli bir grup olusturur. (Bunu bazen Z} ile de gosteririz.)

Teorem 2.3.7 f : G — H bir grup homomorfizmasi, a € G ve |a| = n
olsun.

(1) |f(a)]|lal;
(ii) G=/H ise | f(a)| = |al.
Teorem 2.3.8 Her devirli grup Abeldir.
Onerme 2.3.9 G bir grup, H < G ve K < G olsun. Bu durmda
HUK<G& HCK veya KCH .
Odev 2.3.10 G, ve Gy iki sonlu devirli grup olsun. Gy x G carpim grubu

hangi sartlar altinda devirle olur, gosteriniz.
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Sonug 2.3.11 Yukaridaki odevin bir sonucu olarak:
Ly X Ly = Loy = (mym) =1 .
Yani Zy, X Zy, nin devirli olmast igin gerek ve yeter sart (m,n) = 1 olmasidar.

Teorem 2.3.12 G =< x > devirli grubu verilsin. Bu durumda:

(i) H< G ise H=< 2! > veya H =< e > dir. Burada l, 2! € H
saglayan en kiigik pozitif tam saydur. Sayet m = |G| < oo ise | | m ve
|H| =m/l dir. |G| =00 ise |H| =00 ya da |H| =< e > dir;

(ii) Tersine, |G| = m vel | m (1 € Z%), ise | < o' > | = m/l dir, yani
qEZ, qm=35<G:|S]=¢q;

(11i) H; < G saglayan biribirinden farkly H; alt gruplarinin sayisi, m = |G|
saypsiman farkl pozitif bélenlerinin sayst kadardwr (m < 00);

(iv) Sonlu bir G devirli grubunun herhangi bir mertebeden (< |G|) en ¢ok
bir altgrubu vardar.

Odev 2.3.13 m,n € Z, mZ < 7, nZ < 7Z verilsin. mZ + nZ =7 Yani
H={ms+mnr:s,reZ}=" (Burada mZ + nZ =< mZ U nZ > dir)

Teorem 2.3.14 (Bo6lme Algoritmasi) Sifirdan farkl her a,b € Z sayisi
icin q,r € 7 saylary vardir oyleki a =bq+r ve 0 < r < |b|, ¢ ve r tekdir.

Onteorem 2.3.15 d = (a,b) ise Am,n € Z : d = ma + nb, (a,b,d € Z).

Yukaridaki onteoremde verilen m,n € Z ler tek degildir. Nitekim Vk € N
i¢in, (a,b) =ma+nb=(m+kb)a+ (n— ka)b dir.

Ornek 2.3.16 (726,275) = d ise d = a726 + b275 yapan a,b,d sayilarin
bulunuz.

Tamim 2.3.17 (a,b) = 1 yapan a,b € Z* saylarna aralarinda asaldur
denir.

Teorem 2.3.18 G =< a > ve |G| = n verilsin. be G , a®* =b ve (n,s) =d
olsun. Bu durumda H =< b > i¢in |H| =n/d dir.
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Teorem 2.3.19 (Fermat) Bir a € Z tam sayst ve p € N asal sayist i¢in;

pla = plat—1

= a” ' = 1(mod p)
= a” = a(mod p)

Teorem 2.3.20 (Euler) Bir a € Z tam sayisi ve n € N dogal sayisi igin;

(a,n)=1 = n|a®™ -1
= a®™ = 1(modn)
Tamim 2.3.21 (Euler ® fonksiyonu) Bir n € Z' i¢in 1 < a < n ve
(a,m) = 1 yapan a € Z lerin sayist ®(n) fonksiyonuyla gésterilir ve buna

FEuler ® fonksiyonu denir.

Ozellikleri: p € Z bir asal say1 olsun. Bu durumda;

El: ®(p)=p—-1=p(1—--);

1
E2: s € Nicin ®(p*) =p" —p"~ =p*(1 - P

E3: (m,n) =1= ®&(mn) = &(m)P(n) dir;
E4: m = p]'p3?p3® - - - pir, Oyleki p; ler asal say1 ve s; € Z1, 1 < i < rise
®(m) = @@I'pips’ Py

= O(p1")e(py*)®(p3’) - P(pyr)

Y SR BV RYE DU
= DP1DPyPs Y2 (1 pl)(l Pz)(l pg) (1 pr)
1 1 1 1

= m(a- - ga- - 0)
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2.4 Yankiimeler (Egkiimeler)

Tamim 2.4.1 G bir grup H < G, a,b € G olsun. Sayet ab=* € H oluyorsa
a, (mod H) a gére b ye sag denktir denir. Bu, a =, b(mod H) ile gdsterilir.
Eger a, b ye sol denk ise a=*b € H ve a =; b(mod H) dir-

Yukaridaki tanima gore G Abel ise sag ve sol denklik aynidir. Bunun tersi
dogru degildir, yani, sag ve sol denkligin ayni olmasi grubun Abel olmasin
gerektirmez.

Teorem 2.4.2 G bir grup, H < G olsun. Bu durumda,
(i) G de (mod H) a gdre sag (sol) denklik bir denklik bagintisidr;

(i1) Bira € G nin yukaridaki bagintiya gore denklik sinifi, sag ve sol denklik
icin, siraswla: Ha = {ha:h € H} ve aH = {ah : h € H} dir;

(11i)) Ya € G i¢in |Ha| = |H| = |aH|, (eleman sayisi olarak).

Tanim 2.4.3 Theorem 2.4.2 de verilen Ha ve aH denklik siniflarina H alt-
gubunun, siraswyla, bir sag yankimesi (sag es-kiimesi) ve bir sol yankimesi
(sol es-kimesi) denir.

Sonug 2.4.4 G bir grup, H < G olsun.

(i) G = U Ha; yani G, H wn sag (sol) yankimelerinin bir birlesimidir;
aeG

(1)) H wn G deki herhangi iki sag (sol) yankimesi ayrik ya da aynidar.
(iii) a,b € G icin Hao= Hb < ab™' € H ve aH =bH < a~'be H dir;
(iv) H wn G deki sol ve sag yankimelerinin sayisy esittir.
Toplamsal Notasyon: G bir toplamsal grup ise
a=,b(modH) < a—-be H, (H<G)

olarak tanimlanmir. Buna gore sag yankiimeler H +a = {h+a : h € H}
seklindedir.
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Tanim 2.4.5 G bir grup ve H < G olsun. H wn G deki tim sol (veya sag)
yankimelerinin sayisina H wn G deki indeksi denir ve [G : H| ile gdsterilir.

|G| ve |H| sonsuz iken [G : H]| sonlu olabilir. Nitekim Z toplamsal grubu igin,
G =7, H = 3Z olsun. Bu durumda H 1n sol yankiimeleri 0+3Z, 1+3Z, 2+3Z
olup [Z : 3Z] = 3 tiir. Oysa Z ve 37Z sonsuz mertebeden gruplardir. Sayet
H =< e > ise, her a eleman i¢in Ha = {a} olup, [G : H] = |G| dir. Herbir
Ha; yan kiimesinin a; temsili elemanlarindan olusan {a; }ie; kiimesi [G : H]
tane elamandan olusur (a; € Ha;). Onceki 6rnege gore {a;}ie; = {0,1,2}
olur.

Teorem 2.4.6 G bir grup, H < G, K < H olsun. Bu durumda
G : K| =[G : H|[H : K] dur.

Teorem 2.4.7 (Lagrange) G bir grup ve H < G olsun. Bu durumda
|G| =[G : H]|H|. G sonlu ise, a € G igin |a|‘|G| dir.

Teorem 2.4.8 G bir grup, H < G, K < G sonlu alt gruplar olsun. Bu
durumda |HK| = |H| |K|/|H N K| dur.

Burada HK = {abla € H, b € K}. Ustelik HK nm bir altgrup olmasi
gerekmez.

Onerme 2.4.9 G bir grup, H < G ve K < G olsun. Bu durumda
[H: HN K] <[G: K]. Sayet [G: K] < 0o ise

[H:HNK]=|G: K] & G=HK
dar.

Onerme 2.4.10 G bir grup, H ve K, G de sonlu indeksli altgruplar olsun.

Bu durumda [G : HN K] < oo ve [G: HN K] < |G : H|[G : K]|. Ustelik

G:HNK|=[G:H|G: K| G=HK d.

Odev 2.4.11 G bir grup, H < G ve K < G olsun. Bu durumda
HK<G& HK =KH

dir, gosteriniz.
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2.5 Normallik ve Bolim Altgruplar:

Tamim 2.5.1 G bir grup ve N < G olsun. Vo € G icin xkNz=* C N
oluyorsa N, G de normaldir denir ve N < G ile gosterilir.

Teorem 2.5.2 G bir grup ve N < G olsun. Bu durumda asagidakiler
biribirine denktur.

(i) N <G ;
(ii) Vx € G igin tNz~' = N;
(i) YVx € G igin tN = Nx;
() Va,y € G igin (xN)(yN) = zyN.
Bu teoremin bir sonucu olarak, Abel gruplarin her altgrubu normaldir.

Odev 2.5.3 G bir grup ve N < G olsun. Sayet [G : N] =2 oluyorsa N < G
dir, gosteriniz.

Odev 2.5.4 Bir G grubu icin, H < G ve K < G ise (HNK) < G dir,
gosteriniz.

G bir grup, N < G ve M < G olsun 6yleki N < M ve M < G. Bu durumda
N < G olmas1 gerekmez. Fakat bunun tersi dogrudur; yani, N < G ise
VN C M yapan M < G icin N < M dir.

Teorem 2.5.5 G bir grup, K < G ve N < G olsun. Bu durumda

(i) NNK < K;

(i) N NV K, (Burada NVK =< NUK >);

(ii) NK = NV K = KN;

(iv) Sayet K <G ve KN N =< e > ise Vk € K veVn € N igin kn = nk;
dir.

Teorem 2.5.6 G bir grup, N < G ve G/N, N nin G deki tim (sol) yankiimelerinin
kiimesi olsun. Bu durumda G/N kimesi (aN)(bN) = abN islemi altinda
|G : N| mertebeli bir gruptur.
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Yukaridaki teoremde verilen G/N grubuna (G nin N ye ) bolim grubu
denir. Toplama notasyonunda G /N deki iglem (a+N)+(b+N) = (a+b)+ N
seklindedir.

IHTAR m > 1 bir tam say1 ve k¥ € Z (modm) denkligi altinda k smfi
< m > nin k y1 barmdiran yankiimesidir. & nin temsil eleman1 k daki
negatif olmayan en kii¢iik tam say1 alindiginda i+ < m > lerin Z / < m >
kiimesi ashnda Z,, nin kendisidir. Z / < m >= Z,, = {0,1,2,...,(m — 1)}
k=kt+<m>={k+mt:teZ}.

Teorem 2.5.7 f: G — H bir grup homomorfizmi olsun. Bu durumda K =
Cek(f) < G. Tersine, sayet N Q G ise w(a) = aN ile tariflim: G — G/N
dontigtimi bir epimorfizm ve Qek(mw) = N dir.

Yukaridaki teoremde verilen 7 doniigiimiine 6zel olarak kanonik (dogal) epi-
morfizm ya da projeksiyon denir.

Teorem 2.5.8 f : G — H grup homomorfizmi, N < G ve N C (ek(f)
olsun. Bu durumda Va € G i¢in f(aN) = f(a) yapan yalnaz bir

f: G/N — H homomorfizmi vardur; Im(f) = Im(f) ve Cek(f) = Cek(f)/N.
Ustelik, f nin bir izomorfizm olmasu icin gerek ve yeter sart f in bir epimor-

fizm ve Cek(f) = N olmasidur.

Bu teoremdeki ilk ifade

G / H
G/N

diagramini tutarli kilan (fm = f) yalmz bir f homomorfizmi vardir seklinde
ifade edilir.

Teorem 2.5.9 (Birinci Izomorfizma Teoremi) f: G — H bir grup ho-
momorfizmi olsun. Bu durumda f,

G/ Cek(f) = Im(f)

1zomorfizmast dogurur.
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Sonug 2.5.10 f : G — H bir grup homomorfizmi, N 1 G, M < H wve
f(N) < M olsun. Bu durumda f,

f: G/N — H/M
aN — f(a)M

homomorfizni dogurur. Ustelik f in bir izomorfizm olmasy i¢in gerek ve yeter
sart Im(f)V M = H ve f7Y{(M)C N olmasidur. Ozellikle, f, f(N) = M wve
Cek(f) C N saglayan bir epimorfizma ise f bir izomorfizmadar.

Sonug 2.5.11 (ikinci Izomorfizma Teoremi) G bir grup, K, N < G ve
N < G olsun. Bu durumda K/(NNK) = (NK)/N dir.

Sonug 2.5.12 (Ugiincii izomorfizma Teoremi) G bir grup, H, K < G
ve K < H olsun. Bu durumda H/K < G/K ve (G/K)/(H/K)= G/H dir.

Teorem 2.5.13 f : G — H bir grup epimorfizmi olsun. Bu durumda G
nin Cek(f) cekirdegini barindiran bitin K altgruplarnin S¢(G) kimesinden
H wn biitin altgruplarimn S(H) kimesine K — f(K) ile tanamle déndigimai
bire-birdir. Bu dontsum altinda normal altgruplar normal altgruplara gider.

Onerme 2.5.14 f : G — H bir homomorfizin N = Cek(f) ve K < G
olsun. Bu durumda f~(f(K)) = KN wve boylece; f(f(K))=K & N < K
dor.

Sonug 2.5.15 G bir grup ve N < G olsun. Bu durumda N C K yapan
K < G lerigin G/N nin her alt grubu K/N formundadur. Ustelik,

K/N<G/N & K<G.
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2.6 Simetri, Alterne ve Dihedral Gruplar

Tanim 2.6.1 iy,...,4, (r <n)lerl, ={1,2,3,...,n} kimesinin biribirinden
farkly elemanlary olsun. Bu durumda (iy ig---i.), i1 > ia, i3 = i3, ...,
lp_1 > 1y, 1. > 11 goturen, I, in diger elemanlarini ise kendine gotiren
permaitasyonu gosterir. Bu permiitasyona r-uzunlukta bir devir ya da r-devir
denir. Ozel olarak, 2-devirlere transpozisyon adv verilir.

Tanimdan anlagilacagi gibi bir 7 € S, permiitasyonunun bir devir olarak
ifadesi tek degildir. Ustelik, bir r-devirin (r < n) S, in bir eleman1 oldugu
herhangi bir gekilde belirtilmelidir. & < n i¢in (k) € S, 1-deviri herzaman
birim permiitasyonu gosterir. 7 € S,, ve 7(x) # x i¢in 7 deviri,

7= (x 7(x) 7*(x) - - 7%(x)), (d > 1) dir. Bu durumda (i iy - - - 4,) devirinin
tersi (i, ip_q1---l9 1) = (i1 9y Gy - - - i2) dir (gosteriniz).

Ornek 2.6.2 S; te T = le g ) bir 4-devirdir. Bu, T = (1432) =

(4321) = (3214) = (2143) seklinde de ifade ediliebilir. Sayet o = (125), S;
te bir 3-devir ise o = (125)(1432) = (1435) # (2543) = (1432)(125) = 70
yani oT # TO

2 3 4
1 2 3

Tanim 2.6.3 o1, 09, ..., 0, ler S, in elemanlar: olsun. Her 1 < i < r ve
her k € 1, i¢in 0;(k) # k olmasi o;(k) =k (V j # 1) olmasiny gerektiriyorsa
o; lere ayrktir denir (i =1,2,3,...,7).

Bu tanmima gore o; lerin ayrik olmasi igin gerek ve yeter sart I, in hig¢ bir
elemaninin o; lerin birden fazlas1 tarafindan [, in bagka elemanina taginmaz

olmasidir. Buna gore 0,7 € S, ayrik ise o7 = 70 dir. Yani ayrik de-

L o - (1 2345678\
virlerin ¢arpimi degismelidir. Mesela o = 5867415 2)
(136)(28)(475) olup o, ii¢ ayrik devirin garpimu olarak ifade edilebilir. Bu
devirler sirasiyla 71, 79,73 olsun. o = 7773 = TIT3Te = ToTiT3 = ToT3T] =

T3ToTy = T3T1 T2 alt1 farkl siralama ile ifade edilebilir.

Tanim 2.6.4 o € S, vex,y € I, i¢in "t ~y<ImeZ:y=oc"(x)” bir
denklik bagintisidur (gosteriniz). Bu bagints I,, kiimesini B; denklik siniflarina
ayirr ki her bir B; = {u : x ~ u} = {o™(x) : m € Z} kiimesine bir yoringe
denir.
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Teorem 2.6.5 S, de birimden farkly her permiitasyon, uzunlugu en az iki
olan ayrik devirlerin carpyma olarak, siralama haric, tek tirli yazilr.

Sonug 2.6.6 o € S,, permitasyonunun mertebesi o nin ayrik devirlerinin
mertebelerinin en kicik ortak katidr.

Sonug 2.6.7 S, deki her permiitasyon, ayrik olmalar: gerekmeyen transpozis-
yonlarin ¢carpima olarak ifade edilebilir.

Tanim 2.6.8 Bir 7 € S, permiitasyonu, sayet cift sayida transpozisyonun
carpima olarak ifade edilebiliyorsa cift, tek sayida transpozisyonun carpima
olarak ifade edilebiliyorsa tek dir denir. T € S, in sgn(r) isareti, T ¢ift ise
1, tek ise -1 olarak tanimlanar.

Teorem 2.6.9 S, de bir permitasyon hem ¢ift hem de tek olamaz (n > 2).

Tanim 2.6.10 S,, n-simetri grubundaki tum ¢ift permitasyonlarin olusturdugu
altkimeye n-alterna grup denir ve A, ile gosterilir (n > 2).

Onteorem 2.6.11 I, = {1,2,3,...,n} ver,s € I, farkl elemanlar olsun.
Bu durumda n > 3 i¢in A,, {(rsk)|]l < k < n, k #r s} 3devirleri
tarafindan turetilir.

Teorem 2.6.12 n > 2 i¢in, A,y O Sy, [Sn @ Apn] =2 ve |A,| = [S,|/2 = nl/2.
Ustelik A,,, S, de indeksi 2 olan tek altgruptur .

Tanim 2.6.13 Has normal altgrup barindirmayan bir gruba basittir denir.

Teorem 2.6.14 A, alterne grubunun basit olmast icin gerek ve yeter sart
n # 4 olmasidar.

Onteorem 2.6.15 N < A,, n > 3 ve N bir 3-devir barindirsin. Bu du-
rumda N = A,, dir.

Sp in n > 3 i¢in 6nemli bir altgrubu da a ve b tarafindan iiretilen D,, dir;

1 92 3 i ... m—1 n
a=(123...n), b = (1 n n—-1 .. n+2—-7 ... 3 2)
= JI Gnrn+2-9
2<i<n+2—1

D,,, n-inci dereceden Dihedral grup diye adlandirilir, diizgiin n-gen in simetri-
lerinin olugturdugu grup olarak bilinir.
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Teorem 2.6.16 Her n > 3 icin D, dihedral grubu 2n mertebelidir. Ustelik
a,b gerenlert

(i) a” = (1) =b* 0 < k < n i¢in o # (1);
(ii) ba = a'b;

saglar. Bununla beraber a,b € G tarafindan gerilen ve (i),(ii) saglayan her-
hangi bir G grubu D,, e izomorftur (n > 3).

Teorem 2.6.17 (Cayley) Her grup bir permiitasyon grubuna izomorftur.
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Bolum 3

Grup Yapilar:

3.1 Sonlu Gerilmis Abel Gruplar

Teorem 3.1.1 G bir grup, Hy, ..., H, ler G nin birer altgrubu ve
H = HH,---H, olsun. Bu durumda asagidaki ifadeler biribirine denktir;

f:H xHyx---xH, —H
(X1, T2, ... Ty) +—> XLy - Ty

(i) bir izomorfizmdir;
(i) H; < H veVx € H igin ©x = x129 - - - x,, seklinde tek tirli ifade edilir

(ZEZ' - Hz),
(i) H; < H ve sayet x1x9---x, = e ise Vi i¢in x; = e dir ;
(’L’U) Hl < H wve Hz N (HlHQ" 'Hi—lHi+1 < Hn) = {6}, 1 < 1 < n.

Yukaridaki teoremde verilen biribirine denk ifadelerden herhangi birinin saglamasi
durmunda H a Hy,..., H, lerin bir i¢ direkt carpimi denir. Sayet veri-

len grup toplamsal ise G nin Hi,..., H, alt gruplarimin direkt carpimina
Hy, ..., H, altgruplarinin direkt toplami denir ve Hy ® Hy ® --- & H, ile
gosterilir. Her bir H; ye de direkt toplanan denir (1 <i < n).

Teorem 3.1.2 (Sonlu Gerilmis Abel Gruplarin Temel Teoremi) Her
sonlu gerilmis Abel grup sonlu sayrda devirli grubun bir direkt toplamina
izomorftur. Bu toplamda, sayet varsa, mertebeleri sonlu mq,...,m; olan
(my > 1) direkt toplananlar i¢in my | ma | -+ | mu—y | my saglar.
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Bundan sonra yukaridaki teorem i¢in SATT kisaltmasim kullanacagiz. Sunu
belirtelim ki bu teorem degisik kaynaklarda farkli sekillerde ifade edilmekle
birlikte esasta aymidirlar. Bir bagka ifadeyle SATT;

Teorem 3.1.3 (SATT) Sonlu gerilmis her G Abel grubu, herbiri, mertebesi
sonsuz ya da bir asal sayimin kuvveti olan sonlu sayrda devirle grubun sonlu
bir direkt toplamina izomorftur. Yani 3p;,r; € Z, p; asal (1 <1i < k);

G2Zpri ®Lipyrs @+ ®Ly v LOL--- BL.
Bu dizilis izomorfizim farkwyla tektir.

Bu teoremde verilen son ifadede Z direkt toplananlarinin sayisina GG nin Betti
sayist ya da ranki denir. Bu say1 G icin bir sabittir.

Ornek 3.1.4 Lzomorfizm farkuyla, mertebesi 360 olan tim Abel gruplars SATT a
gore ifade edelim. 360 = 23325 oldugu gézoniinde tutulursa aranan gruplar

(i) Zo® Lo ® Lo ® Ly DLy D Ls
(i) Zy ® Ly ® L3 D L3 ® Zs
(i15) Ly ® Ly ® Ly ® Ly ® Zs,
(iv) Zo ® Lo ® Lo ® ZLs
(v) Zs ® L3 ® L3 D Zs
(vi) Zs ® Zg ® Zs
lerden birine izomorf olacaktir.

Onteorem 3.1.5 Birm pozitif tamsayisy, m = p," p,"* - - - p,™ saglasin (bu-
rada py, ..., ler biribirinden farkl asallar ve n; > 0). Bu durumda
Zm = Zp1n1 @ Zp2n2 @ s @ Zptnt d'”"

Sonug 3.1.6 G, n mertebeli bir sonlu Abel grup olsun. Bu durumda G, n yi
bolen her pozitif m tamsayisi i¢in, mertebesi m olan bir altgruba sahiptir.

Not: Bu sonug, Abel olmayan gruplar i¢in saglamayabilir.
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Onteorem 3.1.7 G bir Abel grup, p,m € Z ve p asal olsun. Bu drumda;
(1)) mG={mu:ueG} <G ;

)

(ii) Glm] = {u € G :mu=0} <G
(iii) G(p) = {u € G:[u] = p" (Bn > 0)} <G ;

(iv) Gy ={ueG:|u <oot <G ;

(0) Zuplp = 2, (0 > 1) ve p"Zyp = Ty (m < )

(vi) G; (i € I) ler Abel grup olsun. Sayet g : G — Y., G bir izomorfizm
ise, g nin mG ve Glm| kwsitlamalar, swraswla, mG = Y., mG; ve
G[m] =2 %", Gilm| izomorfizmlerini verir;

(vii) H, Abel grup ve f : G — H bir izomorfizm ise f in Gy ve G(p)
ye kisitlanmasy, siraswla, Gy = Hy ve G(p) = H(p) izomorfizmalarin
verir.

Bir G Abel grubu i¢in bu 6nteoremde verilen G; altgrubuna G nin burulmal
(torsion) altgrubu denir. Sayet G = G, ise G ye burulmaly (torsion) grup
denir. G} = 0 ise G ye burulmasiz grup denir. G sonlu gerilmis ise Teorem
3.1.2 de verilen ve G tarafindan tektiirlii belirlenen mq, ..., m; sayilarima G
nin sabit boélenleri denir. Yani bu sayilar G nin invariantlari (sabitleri)
dir. Teorem 3.1.3 de verilen ve G tarafindan tektiirlii belirlenen p}* asal
kuvetlerine de G nin esas bolenleri denir.

Sonug 3.1.8 Sonlu gerilmis iki G ve H Abel gruplarimin izomorf olmasi i¢in

gerek ve yeter sart G/Gy ve H/H,; béliim gruplarnan ayne ranka, G ve H wn
ayne sabit bélenlere (siraswyla, ayni esas bolenlere) sahip olmasidur.

25



3.2 Grup Etkileri

Tanim 3.2.1 Bir G grubunun bir S kimesine etkisi

GxS — §
(g,7) = g-x

fonksiyonudur oyleki Vo € S ve g1, g2 € G i¢in
(i) e-x = ; ve

(ii) (9192) - = g1+ (92 T)

saglar. Bu durumda, G grubu S kimesine etkir denir.

Ornek 3.2.2 (0,2) — o(z) ile verilen S, x I, — I,, fonksiyonu, S, simetri
grubunun I, = {1,2,3,...,n} kimesine bir etkisidir (gosteriniz).

Ornek 3.2.3 G bir grup ve H < G olsun. HxG — G, (h,x) — hx fonksi-
yonu bir grup etkisidir. Burada h € H elemamnan G tzerindeki etkisine (sol)
oteleme denir. Sayet K < G baska bir altgrup ve S, K nin G deki bitiin sol
yankimelerin kiimesi ise H, H x S — S,: (h,xK) — hxK dtelemesiyle S
ye etkir (gosteriniz).

Ornek 3.2.4 G bir grup ve H < G olsun. (h,x) — hah™', H mn G ye
bir etkisidir. h wn bu etkisine eslenik etki, hxh™! elemanina da x in eslenigi
denir. Sayet K, G nin herhangi bir altgrubu ve h € H ise, bu durumda
hKh™Y, G nin K ya izomorf bir altgrubudur. Béylece H, (h, K) — hKh™*
eslenik etkisiyle G nin tim altgruplarmin S kiimesine etkir. Burada hKh™1
altgrubuna K nain eslenigi denir.

Teorem 3.2.5 G, bir S kimesine etkiyen bir grup olsun. Bu durmumda:
(i) S de “z~y<=g-x=y " (g € G) bir denklik bagintisi;
(i) Her birxz e S icin G, ={g€G:g9-z=x} <G.

Bu teoremin (i) kisminda verilen denklik bagintisinin olugturacagr z € S in
T={yeS:g-x=y,g€ G} ={g-x:g € G} denklik simflarma G
nin S deki yoriingeleri denir. GG, < G altgrubuna da x in izotropi grubu
(sabitleyen altgrubu, dengeleyeni) denir.
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Ornek 3.2.6 Bir G grubu eslenik etkiyle kendine etkisin. Bu durumda

r € G nin {gzg~' : g € G} yoringesine x in eslenik siafi denir.

Bir H < G altgrubu eslenik etkiyle G grubuna etkisin.  Bu durumda
H,={he€ H:hzh™' =2} ={h € H: hx = xh} izotropi grubuna x in H ta
merkezleyeni denir ve Cy(z) ile gosterilir. H = G i¢in Cg(x) e sadece x in
merkezleyeni denir. H, G nin tim altgruplarinan S kiimesine eslenik etkiyle
etkisin. Bu durumda K € S yi sabitleyen, H wn {h € H : hKh™' = K}
altgrubuna K nin H ta normalleyeni denir ve Ny (K) ile gésterilir. Ng(K)
grubuna da, sadece, K min normalleyeni denir. Ac¢ikca, K nin her altgrubu

N¢(K) da normaldir. Ustelik, K mn G de normal olmasu igin gerek ve yeter
sart Ng(K) = G olmasidar.

Teorem 3.2.7 Bir G grubu bir S kumesine etkisin. Bu durumda v € S
yoringesinin kardinal sayist (G = G] indeksidir.

Sonug 3.2.8 G bir sonlu grup ve H < G olsun. Bu durumda;

(i) x € G nin eslenik simafindaki elemanlarin sayst |G : Cq(x)] dir ki bu
sayr |G| yi boler;

(i) Z1,...,Tn, (x; € G) G nin farkl eslenik siniflar olsun. Bu durumda,
Gl =[G Calw)];
i=1
(111) G nin K ya eslenik altgruplarimmn sayist |G : Ng(K)| dir ki bu say |G|
yi boler.

n

Bu sonugta verilen |G| = Z[G : Cg(x;)] esitligine sonlu G grubunun simif
i=1
denklemi denir.

Teorem 3.2.9 Bir G grubunun bir S kiimesine etkisi bir G — A(S) homo-
morfizmi dogurur (burada A(S), S in tim permitasyonlarinin grubu).

Sonug 3.2.10 (Cayley) G bir grup olsun. Bu durumda bir G — A(G)
monomorfizmi vardir. Boylece, her grup bir permitasyon grubuna izomorf-
tur. Ozellikle, her sonlu grup S, in bir altgrubuna izomorftur (n = |G|).
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Sonug 3.2.11 G bir grup olsun. Bu durumda:

(i) Her g € G i¢in, g ile eslenik alma, G nin bir otomorfizmasina dogurur;

(i1) Cekirdeqi C(G) ={g9 € G: gv = xg, Vo € G} olan bir G — Aut(Q)
homomorfizmi vardir (burada Aut(G), G nin tim otomorfizmalarinin
fonksiyon bilesgesi islemi altinda olusturdugu grup).

Onerme 3.2.12 G bir grup, H < G ve G, H wn G deki tim sol yankiimelerinin
S kiimesine sol dtelemeyle etkisin. Bu durumda G — A(S) homomorfizminin
cekirdegi H ta kapsanar.

Sonug 3.2.13 G bir grup, H < G, H wn G deki indeksi n ve H, G nin
astkar olmayan hicbir normal altgrubunu kapsamasin. Bu durumda G, S, in
bir altgrubuna izomorftur.

Sonug 3.2.14 G bir sonlu grup, H < G, H wn G deki indeksi p ve p, G nin
mertebesini bolen en kiucuk asal olsun. Bu durumda H < G dir.

Teorem 3.2.15 (Cauchy-Frobenius-Burnside) Sonlu bir G grubu sonlu
bir X kiimesine etkisin. Bu durumda X in G etkisi altindaki yoringelerinin

sayst k ise,
1
k=— |X,|
a2 %o

geG

dir. Burada X, ={x € X|g- -z =z} C X, g nin sabit kiimes.
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3.3 Sylow Teoremleri

G, mertebesi n olan bir Abel grup olsun. m|n ler i¢in mertebesi m olan bir
H < G altgrubunun varligine biliyoruz (Sonu¢ 3.1.6). G keyfi bir grup ise
hangi sartlar altinda boyle bir H alt grubu vardir? Bu kisitmda bu soruya
cevap arayacagiz.

Onteorem 3.3.1 G bir grup, p bir asal sayi ve |G| = p" olsun (n € Z). G,
sonlu bir S kiimesine etkisin ve Sp = {x € S : g-x =z, Vg € G} olsun. Bu
durumda |S| = |So|(mod p) dir.

Teorem 3.3.2 (Cauchy) G, sonlu bir grup, p bir asal say ve p||G| olsun.

Bu durumda G nin, mertebesi p olan bir elemans vardr.

Tanym 3.3.3 G, her elemam, mertebesi sabit bir p asalinin bir kuvveti (>
0) olan bir grup olsun. Bu durumda G ye bir p-grup denir. H < G ise H, bir
p-altgrup adim alir. | < e > |=1=7p" olacagindan, < e > bir p-altgruptur.

Sonug 3.3.4 Sonlu bir G grubunun bir p-grup olmas: i¢in gerek ve yeter
sart, birt € Z* i¢in, |G| = p' olmasidar.

Sonug 3.3.5 Agikar olmayan, sonlu bir G p-grubunun C(G) merkezi, bir-
den fazla eleman barindurir.

Onteorem 3.8.6 H, sonlu bir G grubunun bir p-altgrubu olsun. Bu du-
rumda [Ng(H) : H] =[G : H](mod p) dir.

Sonu¢ 3.3.7 H, p||G : H] olacak sekilde, sonlu bir G grubunun p-altgrubu
olsun. Bu durumda Ng(H) # H dir.

Teorem 3.3.8 (1. Sylow Teoremi) G bir grup, n > 1 ve |G| = p™m, p
bir asal ve (p,m) = 1 olsun. Bu durumda 1 < i < n olan her i i¢in G,
mertebesi p° olan bir altgruba sahiptir. Ustelik, G nin, mertebesi p* olan her
altgrubu (i < n), mertebesi p olan baz altgruplar i¢inde normaldir.

Tanim 3.3.9 G bir grup ve P < G olsun. Sayet P, G de maksimal p-

altgrup ise, yani, bir H p-altgrubu icin P < H < G olmast H = P gerek-
tiriyorsa, P ye bir Sylow p-altgrubu denir (p, asal).
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Sonug¢ 3.3.10 G bir grup, n > 1 ve |G| = p"m, p bir asal ve (p,m) = 1
olsun. H, G nin bir p-altgrubu olarak verilsin. Bu drumda;

(i) H wn, G nin bir Sylow p-altgup olmast i¢in gerek ve yeter sart |H| = p™
olmasidur;

(i1) Bir Sylow p-altgubun her eslenigi yine bir Sylow p-altgrubudur.

(i1i) G, sadece bir P Sylow p-altgrubuna sahip olsun. Bu durumde P < G
dir.

Teorem 3.3.11 (2. Sylow Teoremsi) G bir sonlu grup, H, G nin bir
p-altgrubu ve P, G nin herhangi bir Sylow p-altgrubu olsun. Bu durumda
H < xPz™' yapan bir v € G vardwr. Ozellikle, G nin herhangi iki Sylow
p-altgrubu esleniktir.

Teorem 3.3.12 (3. Sylow Teoremsi) G bir sonlu grup ve p bir asal ol-
sun. Bu durmda G nin Sylow p-altgruplarinin sayist, bazi k = 0 lar i¢in,
kp + 1 formunda olup G nin |G| mertebesini béler.

Teorem 3.3.13 G, sonlu bir grup ve P, G nin bir Sylow p-altgrubu olsun.
Bu durumda Ng(Ng(P)) = Ng(P) dir.
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3.4 Sonlu Gruplarin Smiflandirmasi

Bu alt boliimde, mertebesi, 15 ten kiicik olan ve pq formunda yazilabilen
gruplar, izomorfizm farkwyla sinaflandiracaguz (p ve q birer asal).

Onerme 3.4.1 p ve q birer asal ve p > q olsun. Sayet q /f (p—1) ise bu

durumda mertebesi pq olan her grup Zp, devirli grubuna izomorftur. Sayet
q| (p—1) ise, bu durumda, mertebesi pq yapan (izomorfizm farkwyla) sadece
iki farkly grup vardir; Z,, ve abel olmayan K grubu. Burada K,

K =<c¢d:|c|=p, |d =q, dc=cd>
ve s Z 1(mod p), s?= 1(mod p) dir.

Sonu¢ 3.4.2 p, ¢ift olmayan bir asal sayr (p # 2) olsun. Bu durumda,
mertebest 2p olan her grup ya Zs, devirli grubuna ya da D,, Dihedral grubuna
zomorftur.

Onerme 3.4.3 Mertebesi 8 olan (izomorfizm farkiyla) farkly yalniz iki abel
olmayan grup vardir. Bunlar Dy Dihedral grubu ile Qg Queternion grubudur.

Onerme 3.4.4 Mertebesi 12 olan (izomorfizm farkwyla) farkl yalniz di¢ abel
olmayan grup vardwr. Bunlar D¢ Dihedral grubu, Ay Alterne grup ve |a|] = 6,
b? = a® ve ba = a~'b yapan a ve b nin gerdigi T gruptur.

Asagida, mertebesi 16 dan kigik ve (izomorfizm farkwyla) farkle olan gru-
plarin bir tablosu verilmistir, inceleyiniz.

’ Mertebe \ Farkly grup H Mertebe \ Farkly grup ‘
1 <e> 9 Ly @ L3, Ly
2 ZQ 10 2107 D5
3 Zig 11 VAR
4 Lo & Lo, 1y 12 Lo & L, Lo, Ay, Dg, T
5 L, 13 73
6 Zg, D3 14 Zyy, Dy
7 Z7 15 215
8 Ly ® Ly ® Loy, Ly D Zy
Zg, Qs, Dy
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Bolim 4

Halka kavrami

4.1 Halkalar

Tanwm 4.1.1 R # 0 bir kime, +, - (siraswyla, toplama ve ¢arpma) R de iyi
tanimly islemler olsun. Bu durumda

(i) (R,+) sistemi bir Abel grup;
(ii) (R,-) sistemi bir yary grup;

(111) Carpma igleminin toplama islemi tzerine sagdan ve soldan dagilma
ozelligi mevcut, yani; a,b,c € R i¢in
a-(b+c)y=(a-b)+(a-c), (a+b)-c=(a-c)+(b-c)

saglanmast halinde (R, +,-) sistemi bir halkadur denir (ya da sadece, R bir

halkadvr deriz).

Bu tanamda wverilen a - b ¢arpimine kisaca ab ile gosterecegiz. (R,4+) nin
birimi 0 olup, bu eleman halkanin sifir1 olarakta adlandirilur. Sayet (R\{0}, )
sistemi bir grup ise R ye bir bolimli halka (division ring), tstelik (R, -)
sistemi Abel ise R ye bir cisim denir.

(R,-) sistemi Abel ise R ye bir degismeli halka, (R,-) sistemi birim ele-
manina sahip ise R ye bir birimli halka denir.

O halde, degismeli ve birimli bir bolumli halka bir cissimdir. Buna gore Z bir
degismeli birimli bir halka, R, C, Q birer cisim ornegidir.
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Mesela; [0,1] aralgindan R ye siirekli fonksiyonlar kiimesi, fonksiyonlarin
toplama ve carpima islemleri altinda bir halka olusturur. Yine, bostan farkl
bir X kiimesinden R ye tim fonksiyonlarin R* kumesi de bir halka olusturur.

Halkanin Temel Ozellikleri: R bir halka, a,b,c € R olsun.
(i) a0 =0 = Oa;
(i) a(=b) = —(ab) = (—a)b ;

(i1i) a(b—c) =ab— ac, (a — b)c = ac — bc

dir, gosteriniz.

Tanym 4.1.2 R (degismeli, birimli) bir halka, z,y € R olsun. Sayet xy =0
olmast x = 0 ya da y = 0 olmasiny gerektiriyorsa R ye bir Tamlik Bolgest
(TB) denir.

Mesela; 7 tamsaylar halkasy bir TB dir. Yine, her cisim ve her bolimli

halka bir TB dir.

Tanwm 4.1.3 R bir halka ve x € R olsun. yr = 0 (ya da xy = 0) yapan
biry € R (y # 0) varsa x elemanina R nin bir sag (ya da, sol) sifir béleni
denir.

Hem sag sifir boleni hem de sol sifir boleni olan bir elemana sedece bir sifir
boleni denir.

O halde, bir R halkasiman bir TB olmasi i¢in gerek ve yeter sart R nin 0 dan
baska sifir bolenin olmamasidar.

Tanwm 4.1.4 (R,+,-) bir halka ve S C R olsun (S # 0). Bu durumda
(S,+,-) da bir halka oluyorsa S ye R nin bir althalkast denir.

Bu tanima gore, R bir bolumli halka ise S de bir bolumli althalkadwr. Her
bir R halkasy igin, R nin kendisi ve (0) birer althalkadwr. Bunlardan (0)
althalkasina asikar althalka denir. Birimli bir R halkasiman bir S althalkast
birimle olmak zorunda olmadigr gibi, R ile ayni birime sahip olamak zorunda
da degildir. Mesela, Z1o halkasinin S = {0,2,4,6,8} althalkasi Zyg dan farkl

bir birime sahiptir.
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Teorem 4.1.5 R bir halka, S # 0 ve S C R olsun. S nin, R nin bir
althalkast olmasi i¢in gerek ve yeter sart Va,b € S i¢ina —b € S veab € S
olmasudar.

Tanwm 4.1.6 R bir halka olsun. Z(R) = {a € R | xza = ax, Yz € R}
kiimesine R nin merkezi denir.

Teorem 4.1.7 Bir R halkasiin Z(R) merkezi bir althalkadur.

Tanwm 4.1.8 R bir halka ve S C R olsun. R nin S yi barndiran en kicuk
alt halkasina S nin gerdigi althalka denir.

Tanwm 4.1.9 R bir halka olsun. Her a € R i¢in na = 0 yapan pozitif n
tam sayilarinin en kiigigine R nin karekteristigi denir, kar(R) ile gdsterilir.
Sayet boyle bir n sayist yoksa R nin karekteristigi sifir olarak tanimlanar.

Teorem 4.1.10 F bir cisim olsun. F in kar(F') karekteristigi ya bir p asaly
ya da sifirdar.

Tanwm 4.1.11 R bir halka, a € R ve In € Z* i¢in a™ = 0 olsun. Bu
durumda a € R ye nilpotent eleman denir.

Tanwvm 4.1.12 R bir halka ve a € R olsun. Sayet a®> = a saghyorsa a € R
ye idempotent eleman denir.

(Birimli bir halka i¢in 0 ve 1 birer idempotentdir. )

FxR —

(a,z) —
asagrdaki sartlary sagladigy takdirde R ye F' tzerinde bir cebirdir denir; a,
B eF, x,y € R icin,

(i) (a+ f)x =ax+ Pz ;

Tanym 4.1.13 R bir halka ve F' bir cisim olsun. dontisumai

(ii) a(x +y) =ax+ oy ;
(i) (af)r = a(Br);
(v) 1z = x;
(v) alry) = (ax)y = z(ay).
(Burada ax ¢arpimina o ve x in skaler ¢arpima denir.)

Tanwm 4.1.14 R, birimli bir halka ve a € R olsun. Sayet au = ua = 1
yapan bir uw € R wvarsa a € R ye bir birimsel (init eleman) denir. Bu
durumda v, a nan carpimsal tersidir (u = a=1).
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4.2 Idealler ve Homomorfizmalar

Gruplar i¢in normal altgrup ne ise, halkalar igin idealler aynidir, ayni roli
ustlenir.

Tanwym 4.2.1 R bir halka, S # () ve S C R olsun. Asaqdaki sartlarin
saglamasy halinde S ye R nin bir ideali denir;

(i) a,be Sisea—beS;
(ii)) a € S ver € Risear € S vera € S.

Tanwm 4.2.2 R bir halka, S # 0 ve S C R olsun. S ye R nin bir sag ideali
(ya da, sol ideali) denir sayet

(i) a,be S isea—beS;

(i1) a € Sver € Risear € S (ya dara€S).

Hem sag hem de sol ideal sartlarini tasiyan bir I idealine ikiyanh ideal yada
cift yanh ideal denir. Sayet halka degismeli ise her ideali ikiyanhdir. Bir R
halkasinan bir I ideali, acikca bir althalkadivr. Her althalkanin bir ideal olmas:
gerekmez. Ote yandan, (0) ve R, R nin agikar idealidir.

Teorem 4.2.3 R birimli bir halka, R, de, girdileri R den alinan n xn tipli
matrisler halkast olsun. I, R nin bir ideali olmak “zere, I, ile, girdileri I
dan alinan n X n tipli matrisler kimesini gosterelim. Bu durumda R, in her
ideali I, formundadar.

Sonug 4.2.4 D bir bolumli halka olsun. Bu durumda R = D,, halkasinin
idealleri yalmizea (0) ve R dir.

Teorem 4.2.5 R bir halka ve (I;),.,, R de sag(sol) ideallerin bir ailesi ol-
sun. Bu durumda ﬂ I; de R nin bir sag(sol) idealidir.

i€A
R bir halka S C R olsun. A = {A| A bir sag ideal ve S C A}. Bu durumda

A#£0, (Re A). I = ﬂ A olsun. Bu durumda I, R nin S yi barindiran
AeA

en kii¢ik sag idealidir. Bunu (S), ile gosterelim. (S), ye S nin gerdigi sag

ideal denir. Sayet S = {ai,...,an} ise, yani S sonlu bir kime ise bunu

(9), = (a1,...,an) ile gosteririz. Benzer sekilde (S), de S nin gerdigi sol

ideal olacaktir. (S); = (9), olmast durumunda bu ideal (S) ile gdsterilir.
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Tanym 4.2.6 R bir halka, I, R nin bir sag ideali olsun. Sayet I = (ay,. .., an),
yapan a; € R (1 <i < m) varsa, I ya sonlu gerilmistir denir.

Tanvm 4.2.7 R bir halka ve I, R nin bir sag ideali olsun. Bazi a € R ler
icin I = (a), ise I ya bir sag temel ideal (esas ideal) denir. (Benzer tanim
sol idealler igin de gegerlidir.)

Tanwm 4.2.8 Her ideali bir sag(sol) temel ideal olan bir R halkasina bir
saj(sol) temel (esas) ideal halkasy (TIH) denir. Ustelik R, degismeli ve bi-
rimli bir TB ise, bu durumda R ye bir Temel Ideal Bolgesi (TIB) denir.

Mesela; F bir cisim olmak izere, F|x] ve Z halkasy birer TIB dir.

R bir halka ve I, R nin bir idealt olsun. R tuzerinde, a,b € R i¢cin
"a=b(mod I) <= a—b el 7 bir denklik bagintisy olusturur. a € R igin a,
a mn denklik sinafina gostermek tizere, @ +b = a + b ve ab = ab, toplama ve

carpma iglemleri altinda, denklik sinflarnan R/1 kiimesi bir halka olustur.

Tanwm 4.2.9 R bir halka ve I, R nin bir ideali olsun. (R/I,+,-) halkasina
(R nin I modiliine) boliim halkas1 denir.

Tanim 4.2.10 R ve S birer halka, f : R — S bir donisum olsun. a,b € R
1¢INn

(1) fla+b)=f(a)+ f(b);
(ii) f(ab) = f(a)f(b)
oluyorsa f ye bir halka homomorfizmi denir.
Teorem 4.2.11 Bir f : R — S halka homomorfizmi olsun. Bu durumda;
(i) 0 € R i¢in, f(0)=0€ S;
(i) a € R igin, f(—a) = —f(a);

(iii)) Im f = f(R) = {f(a) : a € R} homomorfik goriintiisii S nin bir
althalkasidir;

(iv) f71(0) = Cekf = {a € R : f(a) = 0}, f in gekirdegi, R nin bir
idealidir;
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(v) 1g € Rise, f(1r) = 1pr), f(R) nn birimidir;
(vi) R degismeli ise f(R) de degismelidir.

Teorem 4.2.12 f: R — S halka homomorfizmi olsun. Bu durumda;
7 f birebir <= Cek(f) = {0} 7 dur.

Teorem 4.2.13 (Homomorfizmin Esas Teoremi) f : R — S bir
halka homomorfizmi ve N = Cek(f) olsun. Bu durumda R/N = Im(f)
dir.

Teorem 4.2.14 [ : R — S bir halka homomorfizmi olsun. Bu durumda

asaqidaki diagramu tutarl (f = gn) yapacak sekilde bir g : R/ Cek(f) — S
injektif (bire-bir) homomorfizmi vardur.

%s

R/ Cek(f

R

n

Teorem 4.2.15 (Tekabil Teoremi) f : R — S bir érten halka homo-
morfizmi ve N = Cek(f) olsun. Bu durmda R nin N yi barindiran ideal-
lerinin kiimesinden S nin idealleri kimesine tanumlb F : A — f(A) drten
dontisumi bire-bir dontsum saglar. Bu dontsum altkime olma ac¢isindan

siralamayr korur. Yani A C B <= f(A) C f(B) dir.

Teorem 4.2.16 K, R halkasimn bir (sag ya da sol) ideal olsun. Bu du-
rumda R/K halkasinin her bir ( sag ya da sol ) ideali, bazs A < R ve K C A
(sag ya da sol) idealleri igin, A/ K seklindedir.

Tanwm 4.2.17 R ve S birer halka olsun. Sayet her x,y € R i¢in
(1) flx+y)=[f(z)+ f(y);
(i) f(zy) = f(y)f(z)

oluyorsa f : R — S ye bir antthomomorfizm denir.
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Tanym 4.2.18 (R,+,-) bir halka olsun. Bu durumda Vzx,y € R i¢in xoy =
y - x saglayan bir (R,+,0) sistemine R nin tersi (oposit) denir ve R ile
gosterilir.

R°P bir halkadwr, gosteriniz.

Tanwm 4.2.19 Ay, As, ..., A, bir R halkasinin sag idealler ailesi olsun.

1 <@ < n yapan her i igin A; lert barindiran en kiigik sag ideal Ay, Ay ..., A,
ailesinin toplama olarak tarif edilir. Yani A; ailesi toplama, her i i¢in tim A;
leri barinduran ideallerin arakesitidir. Bu toplam Y | A; ile gosterilir.

Teorem 4.2.20 S = Y . | A; , A; sag ideallerin toplamy olsun. Bu du-
rumda S ={a; +ay+...+a,| a; € A;;, i =1,2,...,n}.

Tanwym 4.2.21 A, A; sag (sol) idealler ailesinin’y ;. A; toplama olsun. Her
bira€ A, a=Y, a; formunda yalniz bir sekilde ifade edilebiliyorsa A ya
A; lerin bir direkt toplamy denir ve A = @;_, A; ile gdsterilir.

Teorem 4.2.22 Ay, ..., A, ler bir R halkasinan sag(sol) idealleri olsun. Bu
durumda asagidaki ifadeler biribirine denktir;

(i) A=>3"" | A; toplamy direkttir;

(ii) 0=>""  ai, a; € Ay iseYi=1,2,....n i¢in a; =0 dur;

(iii) Ai[ D _A;=(0), i=1,2,...,n.

i
Teorem 4.2.23 Ry,..., R, bir halka ailesi, R = Ry X Ry X ... X R,, bu
halkalarin direkt ¢arpima olsun. Rf = {(0,0,...,0,a;0,...,0)| a; € R;}.
Bu durumda R = @), R;. R, R} ideallerinin bir direkt toplamu ve bir halka
olarak R} = R; dir . Diger yandan R = @, A;, ideallerin bir direkt toplam

ise aynt zamanda, R = Ay x Ay X... X A,, A; ideallerinin direkt carpimindan
olusan halkadar.

Tanwm 4.2.24 R bir halka, I, R nin bir sag(sol) ideali olsun. Asagidaki
sartlarn saglamasy durumunda I ya bir minimal sag(sol) ideal denir ;

(1) 1#(0);
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(ii) eger J, R nin J # (0) saglayan bir sag(sol) ideali ve J C I ise I = J
dir

Tanwm 4.2.25 R bir halka, A, B iki ideal olsun. A+ B = R oluyorsa A ve
B esmaksimaldir denir.

Tanim 4.2.26 Bir R halkasimin bir A idealine, asagidaki sartlar: saglamas:
durumunda, maksimal ideal denir;

(1) A# R;

(i) A C B saglayan bir B ideali i¢in B = A ya da B = R dir.
Teorem 4.2.27 R bir halka A # R bir ideal olsun. Bu durumda asagidaki
ifadeler biribirine egittir;

(i) A, maksimal;

(i1) R/A bolim halkasy asikar olmayan ideale sahip degildir;

(1it) v ¢ A saglayan © € R i¢in A+ () = R dir.

Tanwm 4.2.28 Kendisi ve (0) dan baska ideali olmayan bir R halkasina
Basit Halka denir.

Mesela, bir F' cismi basit halkadwr. Degismeli birimli bir R basit halkast bir
cistmdir.  Degismeli olmayan bir basit halkaya ornek ise F' cismi tzerinde
alinan n x n tipli matrislerin F,, halkasidir (n > 1).

Teorem 4.2.29 R # 0 birimli, degismeli bir halka ve M < R bir ideal
olsun. Bu durmda M nin R de maksimal olmasi i¢in gerek ve yeter sart
R/M nin bir cisim olmasidur.

Tanwm 4.2.30 R bir halka, A ve B, R nin sag(sol) idealleri olsun. Bu
durumda {> ien a;ib;] a; € A,b; € B} kiimesine A ve B nin ¢arpvma denir

Asonlu

ve AB ile gésterilir.(AB nin yine bir sag(sol) ideal olacagina dikkat ediniz)

Teorem 4.2.31 R bir halka, A, B ve C bu halkanin birer ideali olsun. Bu
durumda

(i) (AB)C = A(BC);
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(ii)) A(B+C)=AB+ AC ve (B+ C)A=BA+ CA dur.

Tanim 4.2.32 A, B ve P, bir R halkasinan idealleri olsun. Bu durumda
"AB C Pise AC Pyada B C P 7 saghyorsa P ye bir asal ideal denir.

Teorem 4.2.33 R birimli bir halka olsun. Bu durumda I < R maksimal
1se asaldar.

Teorem 4.2.34 R degismeli bir halka olsun. Bu durumda, bir P ideali i¢in,
a,b € R olmak tuzere

" P< R asalideal <= abe P ise a€ P veya be P”
dir.

Teorem 4.2.35 R, ( degismeli birimli ) bir TIB olsun. Bu durumda P # R,
P #(0) dgin
7 P asal <= P maksimal ”

dar.

Tanwm 4.2.36 R bir halka, A < R bir saj(sol) ideal olsun. Bazin € Z7*
igin A" = (0) oluyorsa, A ya nilpotent ideal denir.

Tanwm 4.2.37 Bir R halkasinin, her elemans nilpotent olan bir A sag(sol)
tdealine nil ideal denar.

Zorn Lemmast: Bir S # () kimesi tuzerinde "<” bir siralama bagintis
olugtursun. Bu durumda (S, <) sistemine kisma swralidir denir. Bir C C S
kiimesi Ya,b € C i¢in a < b veya b < a oluyorsa C' kimesine S de bir
zincirdir denir. Her a € C igin a < u yapan u € S ye C' nin bir st sinar:
denir. Birm € S, m < a yapan her a € S i¢in m = a oluyorsa m ye (S, <)
sisteminin bir maksimal elemany denir.

Onteorem 4.2.38 (Zorn Lemmast ) Bir (S,<) kismi sural sisteminde
her C zinciri S de bir st sitnara sahip oluyorsa, (S, <) sisteminin bir maksimal
elemans vardar.

Teorem 4.2.39 R # () birmli bir halka ve I < R bir ideal olsun. Bu du-
rumda I C M saglayan bir M maksimal ideali vardar.
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4.3 Tek Turli Carpanlama Bolgesi ve Euclid
(Oklid) Bolgesi

R, birimli degismeli bir TB, a,b € R olsun. a = bc yapan bir ¢ € R varsa,
b, a y1 béler ya da a, b ye bélinir denir ve bu, b | a ile ya da a = 0(mod b)
gosterilir. Bu durumda a ya b nin bir carpamidir da denir. Buna gore bir
u € R min birimsel olmasi i¢in gerek ve yeter sart w € R nin 1 in bir bolens
olmasidir. Diger yandan, a = ub yapan bir u € R birimseli varsa a,b € R
elemanlarina ortak elemanlar denir. Bu durumda b = va (v =u"') olup, a
ve b ortak elemanlar ise a | b ve b| a dir.

R, degismeli bir TB olup, bunun aksine, a | b ve b | a ise a ve b ortak
elemanlardir. Ctinki: b = ax ve a = by olsun. Bu durumda b = byx saglar.
R, burimli bir TB olup xy = 1 saglar. Dolaysiyla x ve y birimsel, yani a ve
b ortak elemanlardur.

Tanwm 4.3.1 R birimli bir TB, 0 # a € R olsun.

(i) a € R birimsel degil;

(1) a = bc ise b ya da ¢, R nin birimselidir (b,c € R),
saghyorsa a € R ye indirgenemez eleman denir.

Tanym 4.3.2 Birimli bir R T'B nin bir p € R elemanina, asagqidaks sartlar
saglamasy halinde, asaldir denir;

(i) p# 0, ve p birimsel degil ;
(i) p|labisep|a yadapl|b, (a,b€ R).

Teorem 4.8.3 R, birimli ve degismeli bir TIB ve p € R olsun. Bu du-
rumda, p indirgenemez ise asaldar.

Tanwvm 4.3.4 R, birimli degismeli bir TB olsun. Asagqidaki sartlarin saglamast
durumunda R ye bir Tek Turli Carpanlama Bdélgesi (kisaca, TCB) denir;

(i) R min birimsel olmayan her eleman, sonlu sayida, indirgenemez ele-
manlarin bir carpimadar;

(i) R nin indirgenemez her elemany asaldur.
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Teorem 4.3.5 R bir TCB olsun. Bu durumda bir a € R nin indirgene-
mez elemanlarn bir carpima olarak ifadesi, siralama ve birimsellerle ¢carpima
haric, tek turlidur

Tanwm 4.3.6 R, birimli ve degismeli bir TB olsun. Bu durumda, a,b € R
1¢in,

(i) d|aved|b;
(1)) c € R iginc|a vec|bisec|d,

saglayan bir d € R ye a ve b nin en buyik ortak boleni denir ve (a,b) = d ile
gosterilir.

Teorem 4.3.7 R bir TCB ve a,b € R olsun. Bu durumda a ve b nin bir en
biyik ortak boleni vardir. Bu bélen (birimsellerle farkly ¢arpuma harig) tek
tirlu secilir.

Tanwvm 4.3.8 R bir TCB, a,b € R olsun. Sayet (a,b) = 1 oluyorsa a ve b
ye aralarinda asaldwr denir.

Teorem 4.8.9 Her TIB bir TCB dir (Bu ifadenin tersi dogru olmak zorunda
degildir).

Tanam 4.3.10 E, degismeli ve birimli bir TB olsun. ¢ : E — Z fonksi-
yonunun asagqidaky sartlary saglamasy durumunda E ye bir Oklid (Euclid)
bélgesi (kisaca, OB) denir;

(i) a,b € E* = E\ {0} veb|a= ¢(b) < ¢(a);
(i) Her bir a,b (b #0) ¢ifti icin 3 q,r € E:a=bg+r, ¢(r) < ¢(b).
Teorem 4.3.11 Her Oklid bélgesi bir Temel Ideal Bolgesidir.

Sonug 4.3.12 Her Oklid Bélgesi bir Tek Tirlic Carpanlama Bélgesidir
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4.4 TCB de Polinom Halkalar:

R bir halka olmak iizere, R[z| ile, katsayilart R den alinan x - tek degiskenli
[ () polinomlarinan halkasu gosterilir. f(x) = >, a;x* polinomu (a1, . .., ay)
dizisi olarak veya (a;) olarak da ifade edilir. Burada, a, # 0 olmasy duru-
munda f in der(f) derecesi n dir. Burada a,’e lider katsayr denir. Sayet
a, = 1 ise f(x)’e monik denir. Yani bir monik, lider katsayisi 1 olan poli-
nomdur. Sifir polinomunun derecesi —oo olarak tanwmlanir. Diger yandan
a— (a,0,0,...,0) ile tanamlanan R — R[z] doniigimi bir homomorfizma
olup R de a ya R[z] de (a,0,0,...,0) y karsilik getirir. Bu durumda R, R|x]
in bir alt halkasidir. S = Rlx| i¢in S|y = Rz, y] ¢ift degiskenli polinom olup
tipik bir elemany 37" 0 aia'y’, (ai; € R) formundadar.

Teorem 4.4.1 F, degismeli bir TB ve R = F[z| polinom halkasy olsun.
Flz] de f(x) ve g(x) # 0 swraswyla, dereceleri m ve n olan polinomlar,
k = maks(m —n + 1,0) ve a, g(x) in lider katsayisi olsun. Bu durumda

31 q(x), r(2) € Fla] : " f(2) = q(x)g(w) + r(z)
oyleki r(x) =0 wveya der(r(x)) < der(g(z)).

Tanim 4.4.2 R bir TCB olsun. Bu durumda, katsayilarinin ebob’u birimsel
olan f(x) € R|x] polinomuna ilkel (primitif) polinom denir.

Herhangi bir f #0, f(x) € R[z] polinomunu, fi(x) € R[z| ilkel ve ¢ € R,
f(z) in katsayilarinn ebob’u olmak tzere, f = cf; formunda yazabiliriz. Bu
durumda ¢ € R ye f(z) in kontent’i denir ve c(f) ile gosterilir.

Onteorem 4.4.3 (Gauss) R bir T¢B, f(r),9(x) € Rlx] olsun. Bu du-
rumda ¢ € R i¢in c(fg) = c(f)c(g) dir. Ozellikle, iki ilkel polinomun ¢arpima
yine ilkeldir.

Teorem 4.4.4 R bir TCB olsun. Bu durumda R[z] polinom halkasi da bir
TCB dir.

Sonug 4.4.5 R bir TOB ise R[x1, ..., x,] ¢cok degiskenli polinomlar halkast
da bir TCB dir.
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Bolum 5

Cisim Genislemeleri

5.1 indirgenemez Polinomlar

F bir cisim ve F[z] polinomlar halkasi olsun. Bu durumda F|x] birimli bir
TB ve F C F[z] bir alt halkadwr. Burada f(x) € F|x] polinomu,

(i) der(f(x)) > 1 ;
(i1) f(z) = g(x)h(z) ise g(z) € F veya h(x) € F,

(9(x), h(x) € Flz]) saghyorsa f(z)’e indirgenemez polinom denir. Indirge-
nemez olmayan bir g(z) polinomuna da indirgenebilir polinom denir.

f(z) € Flz] polinomunun indirgenemezligi ¢cogu zaman F' cismine bagl olarak
degisir. Mesela, f(z) = x? + 1 polinomu R reel saylar cismi tizerinde in-
dirgenemez iken C kompleks sayilar cismi tizerinde indirgenebilir (gosteriniz).

F[z] halkasinin baz ozellikleri: F bir cisim olmak tzere;

(i) F[m], bolme algoroitmasine saglar. Yani f(x),g(x) € Flz],g(x) # 0
igin,
31 q(x), r(z) € Flz]: f(z) = q(z)g(x) + r(z)
dyleki r(x) =0 wveya der(r(x)) < der(g(x));

(ii) Flz] bir TIB dir;
(iii) Flx] bir TCB dir;
(iv) Flz| in birimsellerinin (U(F[z])) kimesi F\{0} dur;
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(v) p(z) € Flz] indirgenemez olsun. Bu durumda Fx]/(p(x)) bolim halkas
bir cisimdir. ( Bu ifadenin tersi de dogrudur).

Onerme 5.1.1 F bir cisim, f(z) € Flz] ve der(f(x)) > 1 olsun. Bu dur-
mda baz o € F igin f(a) = 0 oluyorsa f(x), F dzerinde indirgenebilirdir.

Tanwm 5.1.2 E ve F birer cisim ve F C E olsun. f(x) € F[z] alalim. Bir
a € E elemanina, f(a) = 0 yapwyorsa, f(x) in bir sifirt ya da kéki denir.
(Burada f(x) = ap + a1x + ... + a,z™ ise f(a) = ag + e + ... + a,a" ve
fla) € E dir.)

Onerme 5.1.8 F bir cisim, f(x) € Flz], der(f(z)) = 2 veya der(f(z)) = 3
olsun. Bu durumda f(zx) in indirgenebilir olmast i¢in gerek ve yeter sart f(z)
wmn ' de bir kokiniin olmasidur.

Tanvm 5.1.4 Bir R halkasi tuzerinde tanamb bir f(z) = ag + ez + agz® +
azx® + ...+ a,x™ polinomuna, a, = 1 ise, bir monik denir.

Onerme 5.1.5 (Gauss) f(x) € Z[z] bir ilkel polinom olsun. Bu durumda
f(z) in Q dzerinde indirgenebilir olmasy i¢in gerek ve yeter sart f(x) in Z
tzerinde indirgenebilir olmasidir.

Sonug 5.1.6 f(x) € Z[z] polinomu Qx| de indirgenebilir ise Z[x| de de
indirgenebilirdir.

Teorem 5.1.7 f(x) = > ja;x" € Zlx] polinomu bir monik olsun. Sayet
f(z) in Q da bir a kéki var ise a € Z ve a | ag dir.

Teorem 5.1.8 (Eisenstein Kriteri) f(x) = ag+aix+asx®+azx®+...+
apx™ € Zlx) ven =1 olsun. i =0,1,2,...,(n—1) i¢inp | a;, p /T ap, Ve

p? /f ag yapan bir p € Z asal sayisy varsa f(x), Q tzerinde indirgenemezdir.

Tanwm 5.1.9 F bir cisim f(x), g(x) € Flx] (sifir olmayan ) polinomlar
olsun. Asagqidaki sartlary saglayan bir

d(xz) € Flx] monik polimonuna f(x) ve g(x) in en biyiik ortak boleni
denir:

b d(x)|f(x) ve d(z)]g(x);
1. Sayet c(z)|f(x) ve c(x)|g(x) ise c(x)|d(z) .
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5.2 Koklerin Katilmasi

Tanwm 5.2.1 E bir cisim, F', E nin bir altcismi olsun. Bu durmda E ye
F' cisminin bir genislemest denir, F' < E ile gosterilir.

E, F cisminin bir genislemesi ise E/, F' tzerinde bir vektor uzayr olusturur.
Bu uzayn boyutu [E : F) ile gosterilir.

Tanim 5.2.2 E, F cismi uzerinde bir cisim genislemesi olsun. Bu du-
rumda, F' tzerinde bir vektor uzayr olarak E nin boyutu F' tuzerinde E nin
(genisleme) derecesi olarak adlandirilir. [E : F] =n < oo ise E, F nin bir
sonlu geniglemesi (veya kisaca E, F izerinde sonlu), aksi halde E, F nin bir
sonsuz genislemesidir denir.

Teorem 5.2.3 F' C E C K cisimler olsun. [K : E] < co ve [E : F| < 00
18€;

(i) [K : F] < oo;
(i) [K : F]=[K: E|[E:F|
Tanim 5.2.4 DBir F' cisminden bir E cismine 1-1 bir f homomorfizmine F'

in E ye bir yerlesimi (embedding) denir.

Onteorem 5.2.5 FE ve F birer castm, o : F — E, F nin E icine bir
yerlesimi olsun. Bu durumda bir K cismi vardwr oyleki, F', K mn bir alt
cismi ve o, K dan E ye bir izomorfizmaya genisletilebilir (yikseltilebilir).

Sonug 5.2.6 E ve F cisimler arasinda bir F — E yerlesimi varsa E, F
nin bir genislemesidir.

Teorem 5.2.7 F bir cisim, Fx] polinomlar halkas: ve p(z) € F|x] indirge-
nemez bir polinom olsun. Bu durumda F nin p(x) in bir kékiind barindiran
E genislemesi vardar.

Sonug¢ 5.2.8 (Kronecker Teoremi) F bir cisim, f(x) € Flx], f(x) ¢ F
olsun. Bu durumda F nin f(x) in bir kékini barinduran bir E geniglemesi
vardar.

Teorem 5.2.9 F bir cisim, p(x) € F[z] indirgenemez polinom, E, F nin
bir genislemesi ve u € E, p(x) in E de bir bir kéki olsun. Bu durumda
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(i) F(u), E nin F ve u tarafindan gerilen alt cismi olmak tzere,

Flul| ={bp+biu+...+bpu™ € E | by +bix + ...+ bypa™ € Flz]};

(11) der(p(z)) = n ise (Lu,u? ...,u" ), F(u) nun F fdzerinde bir ta-
bamdar. Yani o € F(u) igin 3\ ¢; € F i cg+ciu... + e u™ ' = q,
(1=0,1,2,...,(n—1)) ve [F(u) : F] =n.
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5.3 Cebirsel Geniglemeler

Tanim 5.3.1 F bir cisim, E, F nin bir genislemesi ve o € E olsun. Sayet
ap + a1 + asa® + ...+ a,a™ = 0 olacak sekilde, hepsi birden sifir olmayan
ag, a1, a9, . ..,a, € F, (n > 1) elemanlar varsa o € E elemanina F iizerinde
cebirsel (ya da F-cebirsel) dir denir.

Yani,”a € E, F — cebirsel <= I p(x) € Flz], p(x) ¢ F :pla) =07

Teorem 5.3.2 F bir cisim,E, F' nin bir genislemesi ve u € E, F-cebirsel
olsun. p(x) € Flz|, p(u) = 0 saglayan en kigik dereceli polinom olsun. Bu
durumda;

(i) p(x), F tzerinde indirgenemezdir;
(ii) g(x) € Flx] polinomu g(u) = 0 yapworsa, p(x) | g(x) dir;

(111) p(u) = 0 yapan en kigik dereceli yalniz bir p(x) € F|x] monik polinomu
vardar.

Tanim 5.3.3 F bir cisim ve F[x] polinomlar halkasy olsun. F in bir E
cisim genislemesi icin, u € E elemanini kok kabul eden monik, indirgenemez
bir p(xz) € Flz] polinomuna w nun F dzerindeki minimal polinomu denir
ve ming(u,x) ile gosterilir.

Tanim 5.3.4 F bir cisim, E, F nin bir genislemesi olsun. Sayet heru € F,
F dizerinde cebirsel (F-cebirsel) ise E ye F' nin bir cebirsel genislemesi denir.
Bir genigleme, cebirsel degilse askmn (transandant) genislemedir denir.

Teorem 5.3.5 E, F nin bir sonlu genigslemesi ([E : F] < 00) olsun. Bu
durumda E, F nin bir cebirsel genislemesidir.

Teorem 5.3.6 F bir cisim, E, F nin bir genislemesi ve u € E, F-cebirsel
olsun. Bu durumda F(u), F nin bir cebirsel genislemesidir.

Tanwm 5.3.7 F bir cisim ve E, F nin bir genislemesi olsun. Sayet E nin
Uy, Us, . . ., Uy sonlu tane elemans icin E nin F ve {uy,uy, ..., u.} kimesini
barindiran en kii¢ik alt cismi kendisi ise E' ye sonlu gerilmis (iretilmis) denir
ve E = F(uy,...,u,) yazlr.
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Teorem 5.3.8 F bir cisim ve E = F(uy,...,u,) , her biri =1,2,3,...r
wcin u;, F'-cebirsel olacak sekilde, F' in sonlu gerilmis bir genislemesi ol-
sun. Bu durumda E, F uzerinde sonlu ve dolayisiyla da F' in bir cebirsel
genislemesidir.

Teorem 5.3.9 F bir cisim ve E, F nin bir genislemesi olsun. K, E nin tum
F-cebirsel elemanlarinin kimesi, yani, K = {a € E : a, F {izerinde cebirsel }
olsun. Bu durumda K, E nin bir altcismi ve F' nin bir cebirsel genislemesidir.

Tanim 5.3.10 F bir cisim, K ve L, F' nin birer genislemesi olsun. Bu du-
rumda, her a € F i¢in, o(a) = a ile tanamh 0 # o : K — L homomorfizmine
K dan L ye bir F-homomorfizmi veya K dan L ye F tizerinde bir yerlesme
denir.

Teorem 5.3.11 F bir cisim olsun. E, F nin bir cebirsel geniglemesi ve
o:FE — E, E mn kendi icine bir F-yerlesimi olsun. Bu durumda o, orten
olup bir otomorfizmadar.
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5.4 Cebirsel Kapali Cisimler

Tanwm 5.4.1 Kendisinden daha genis cebirsel genislemesi olmayan bir K

cismine Cebirsel Kapali Cisim denir. (Bu durumda K nin her cebirsel genislemesi
K ile ¢akusir.)

Teorem 5.4.2 Bir K cismi i¢in asaqidaki ifadeler biribirine denktir;
(i) K cebirsel kapali;
(1) Klz| de indirgenemez her polinomun derecesi 1 dir;

(i1i) Klz] de sabit olmayan her f(z) polinomu (der(f(x)) > 1) Klz| de
lineer carpanlarina ayrilr;

(iv) Pozitif dereceli her f(x) € K[z]| polinomu K da en az bir kike sahiptir.

Tanwm 5.4.3 E bir cisim, F', E nin bir altcismi olsun. Sayet EZ, F' nin bir
cebirsel geniglemesi ve E cebirsel kapaly ise £ ye F' nin bir cebirsel kapanigy
denir ve F' ile gosterilir.

Onteorem 5.4.4 F bir cisim, L cebirsel kapalr bir cisim ve o : F — L, F
nin L ye yerlesimi olsun. E = F(«), F nin bir cebirsel geniglemesi ise o,
n: E — L yerlesimine genigletilebilir (yikseltilebilir) ve bu genisletmelerin
sayst o man minimal polinomunun farkly koklerinin sayist kadardar.

Teorem 5.4.5 F bir cisim, E, F' in bir cebirsel genislemesi ve o : F — L,
F in cebirsel kapaly L cismine bir yerlesimi olsun. Bu durumda o, n: E — L
yerlesimine genisletilebilir (yikseltilebilir).

Teorem 5.4.6 F bir cisim, K ve K' ler F in cebirsel kapanislary olsun. Bu
durumda K = K’ dir.

Teorem 5.4.7 F bir cisim olsun. Bu durumda F' yi bir alt cisim olarak
barindiran cebirsel kapalr K cismi vardar.

Teorem 5.4.8 F bir cisim olsun. Bu durumda F tzerinde cebirsel, cebirsel
kapaly bir I genislemesi vardwr. Yani, herbir cisim bir cebirsel kapanisa sahip-
tir.
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Bolum 6

Normal ve Ayrilabilir
Genislemeler

6.1 Acihim (Parcalanig) Cisimleri

Tanwm 6.1.1 F bir cisim, f(x) € Flx] ve der(f(z)) > 1 olsun. F in bir K
genislemesi i¢in;

(i) f(x), K[z] de lineer ¢arpanlarina ayrilir, yani o; € K igin
f@)=clz—a)(zr—ag)...(r—0), i=1,2,...,n

(ii) K = F(ay, o, ...,ap) yani K, F dzerinde f(x) in K dakioq, as, ..., o,
kokleri tarafindan tretilir

saglanmast durumunda K ya f(x) in F dzerinde bir a¢ilim cismi denir.

Not: Bir f(x) € F|r] polinomunun daima bir acgihm cismi vardir: F,
F nin bir cebirsel kapanisi ise f(z) in F deki kokleri tarafindan tretilen
F(ag,as,...,qp) cismi aglhim cismidir.

Teorem 6.1.2 K, f(z) € F[z] in F tzerinde bir agilim cismi ise, K, F in
bir sonlu genislemesi, dolayisiyla bir cebirsel genislemesidir.

Teorem 6.1.3 K, f(z) € Flx] in F dzerinde bir a¢ilim cismi olsun. F,
f(z) in F dzerinde baska bir agilim cismi ise bu durumda F de birim olan
bir o : E — K izomorfizmi vardr.
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Yukaridaki teoremin bir sonucu olarak, verilen bir cisim iizerinde bir polino-
mun agihim cismi (varsa) izomorfizm farkiyla tektir. Ancak, her F' cismi, F’
tizerindeki tiim polinomlarin koklerini barindiran bir F cebirsel kapanigina
sahiptir. O halde F nin, verilen bir f(z) € F[z] polinomunun tiim koklerini
barindiran tiim alt cisimlerinin arakesiti, f(x) in F' tizerindeki a¢ihm cismidir.
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6.2 Normal Genislemeler

F bir cisim ve (f;(z))ien, F cismi tizerinde der(f;(z)) > 1 yapan polinomlar
ailesi olsun. Her bir i € A i¢in, F' lizerinde, f;(z) polinomlarmin tiim kokleri
tarafindan tiretilen F in E geniglemesine, her bir f;(x) polinomunun E|x] de
lineer ¢arpanlarina ayrigmasi durumunda (f;(z));ea ailesinin bir agilim cismi
denir. Sayet A sonlu ve polinomlar fi(z), fa(z),..., fu(x) ise bu polinom-
larin agihm cismi f(x) = fi(x)fa(x) ... fu(z) ¢arpim polinomunun agihilm
cismidir. Bu durumda bir polinomun agilim cisminin (izmorfizm farkiyla)
tekliginin ispati, verilen bir cisim iizerinde polinomlar ailesinin agilim cis-
minin (izomorfizm farkiyla) tekliginin ispatina doéniisiir.

Teorem 6.2.1 E, bir F cisminin, F kapamsinca kapsanan bir cebirsel genislemesi
olsun. Bu durumda asagidaki ifadeler biribirine denktir:

(i) E de bir kéke sahip her f(x) € F[x] indirgenemez polinomu E de lineer
carpanlarina ayrigir;

(i) E, F[z| de bir polinomlar ailesinin agilim cismidir;

(i) F nin her elemaniny sabit birakan bir o : E — F yerlesimi E yi E
tizerine donusturir. Yani o , E nin bir otomorfizmasina donisiir.

Tanim 6.2.2 F cisminin bir E genislemesine, yukaridaki 6.2.1 Teorem’in
denk ifadelerinden herhangi birini saglamas: durumunda, Normal Genisleme
denir.
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6.3 Katli Kokler

F bir cisim ve f(z) € F[z] bir polinom olsun. f(z) = >""" ; a;z* polinomunun
['(x) tirevi diye f'(xz) = Y, ia;z’"" polinomuna deriz. Burada f'(z) =0
olmas1 f(x) € F (yani f bir sabit polinom) olmasini gerektirmez. Mesela F,
karekteristigi 5 olan bir cisim olmak iizere, F' iizerinde f(z) = 2° polinomu
igin f'(z) = bz* = 0 dir. Bununla birlikte tiirevin geri kalan tiim ozellikleri
Analiz bilgileriyle aymdir.. Ote yandan, tiirev alma bir lineer déniigiimdiir.
Yani;

Teorem 6.3.1 F bir cismi ve a,b € F olmak tzere F[z] de ;
(af(x) +bg(x)) = af'(z) + by (x).
Teorem 6.3.2 F' bir cisim olmak uzere F tuzerinde
(f(x) g(x))' = f'(x) g(x) + f(x) ' (x) -

K bir f(z) € F|z] polinomunun a¢ihm cismi ve o, f(z) in bir kékii olsun.
Bu durumda Klz| de (z—a)|f(z). Sayet K[z] de (x—a) nin f(z) polinomunu
bolen en biiyiik kuvveti s ise, yani (x — a)*|f(z), (z — a)*™' ff(z) oluyorsa
s saywisina « nin kathgr denir. Eger s = 1 ise v ya bir basit kok, s > 1 ise «
ya bir kath koék denir.

Teorem 6.3.3 F' bir cisim, f(z) € Flz], der(f(x)) > 1 ve o, f(z) in bir
kéki olsun. Bu durumda o min f(x) in bir katl koki olmas icin gerek ve
yeter sart f'(a) = 0 olmasidar.

Sonug 6.3.4 F bir cisim ve f(x) € Flx] indirgenemez olsun. Bu durumda
f(z) in bir katl koki olmast igin gerek ve yeter sart f'(x) =0 olmasidar.

Sonug 6.3.5 F, karekteristigi sifir olan bir cisim ve f(x) € Flx| indirgene-
mez bir polinom olsun. Bu durumda f(x) in kékleri basittir. Buna ragmen:
F, karekteristigi bir p asaly olan bir cisim olsun. f(x) € F[z] indirgenemez
polinomunun bir katl koke sahip olmasu i¢in gerek ve yerter sart f(x) = g(aP)
yapan bir g(x) € Flx] olmasidur.
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Teorem 6.3.6 F bir cisim, f(x) € F[z| indirgenemez olsun. Bu durumda
f(z) in tim kokleri aymi katlga sahiptir.

Sonug 6.3.7 F bir cisim, f(x) € F[z] indirgenemez olsun. Bu durumda o;
ler f(z) in, F dzerinde f(x) in agilim cismindeki kékleri olmak tizere

fx)=alzr — )z —a)k. . (2 —a)f = aH(a: — ;)"

dar.
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6.4 Sonlu Cisimler

Tanim 6.4.1 Ozalt cismi olmayan bir F cismine asal cisim denir.

Bu tanimdan da anlagilacagi gibi her bir F' cismi bir asal cisim barindirir;
Fin tiim altcisimlerinin arakesiti. Mesela Q ve bir p asah igin Z/(p) asal
cisimlerdir. Tki degisik tip asal cisim vardir;

Teorem 6.4.2 Bir F' cisminin asal cismi ya Q cismine ya da, bir p asal
igin, Z, cismine izomorftur.
Teorem 6.4.3 F' bir sonlu cisim olsun. Bu durumda;
(1) kar(F) = p, (p asal) ve F' nin F, = Z/(p) yapan bir F,, alt cismi vardur.
(it) In e N: |F|=p" .
Not: Sonlu bir cisme Galois (galua) cismi de denir. Bu cisim p” elemanh
ise, GF(p") ile gosterilir.

Teorem 6.4.4 Pozitif bir n tamsayist ve p asaly i¢in, p" elemanly bir F
cismi, ¥¥" — x € Fylx] polinomunun agilim cismi olup, p" elemanl sonlu
cisimler izomorftur (F,, F nin asal cismi).

Teorem 6.4.5 Her bir p asal sayist ve bir n > 1 pozitif tam sayist i¢in
(zP" — x) € Zplx] in Z, tizerindeki agilim cismindeki koklerinin timi farkl
olup, bu kékler p™ elemanl bir F' cismi olustururlar. Ayrica F, (%" — ) in
Z, uzerindeki agilim cismidir.

Siradaki teorem, her sonlu cismin verilen bir sonlu dereceden bir geniglemesinin
varligini gosterir, yani;

Teorem 6.4.6 F, p" elemanli bir sonlu cisim ve m € Z* olsun. Bu durumda
F nin [E : F| = m yapan bir E geniglemesi var ve F nin bu sekildeki tim
genislemeleri biribirine izomorftur.

Teorem 6.4.7 Sonlu bir F' cismi igin (F*,-) ¢arpimsal grubu devirlidir.

Sonug 6.4.8 F' bir sonlu cisim ve E, F nin bir sonlu genislemesi
([E : F] < 00) olsun. Bu durumda 3o € E: E = F(a).

Teorem 6.4.9 F' bir sonlu cisim olsun. Bu durumda F' tuzerinde, verilen
her n € Z* dereceden bir indirgenemez polinom vardar.
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6.5 Ayrilabilir Geniglemeler

Tamim 6.5.1 Tdam kokleri basit olan bir f(x) € Flz| indirgenemez poli-
nomuna ayrilabilir polinom, tim indirgenemez carpanlar, ayrilabilir olan
f(z) € Flz] polinomuna da ayriabilirdir denir. Ayrilabilir olmayan bir poli-
nomada ayrilamaz polinom denair.

Tanim 6.5.2 F' bir cisim, E, F min bir genislemesi ve a € E eleman
F-cebirsel olsun. Sayet o min F dizerindeki ming(a, x) minimal polinomu
ayrilabilir ise o, F uzerinde ayrilabilirdir denir. F nin bir E cebirsel genislemesi
wein; B nin her elemani F' dizerinde ayrilabilir ise E ye F' nin bir ayrilabilir
genislemesi denir.

Not:

(i) 6.3.5 Sonug¢’tan, sifir karekteristikli bir cisim iizerindeki her polinom
ayrilabilirdir. Dolayisiyla F', karekteristigi sifir olan bir cisim ise F' in
her cebirsel geniglemesi ayrilabilirdir;

(ii) Sonlu bir cisim iizerindeki indirgenemez polinomlarin kokleri farkhdir.
Buna gore; bir sonlu cismin her cebirsel geniglemesi ayrilabilirdir;

(iii) K = F(x), kar(F) = 3 yapan bir F' cismi tizerindeki rasyonel fonksi-
yonlar cismi ise (y* —x) € K[y] polinomu K iizerinde indirgenemezdir.
Ustelik (y* — z) polinomunun tiim kokleri esittir, buna « diyelim; bu
durumda K («), K nim bir ayrilabilir geniglemesi degildir.

Tanim 6.5.3 Tum cebirsel genislemeleri ayrilabilir olan bir F' cismine mukemmel
(perfect) cisim denir.

Mesela, sonlu cisimler ve sifir karekteristikli cisimler miikemmel cisimlerdir.
Buna ragmen, kar(F') = p > 0 olan sonsuz cisimler ayrilamaz genislemelere
sahip olup, boyle cisimler genelde miitkemmel degillerdir.

Tanim 6.5.4 F bir cissim ve E, F in bir genislemesi olsun. Bu durumda,
da € F: E = F(a) oluyorsa, E ye F in bir basit geniglemesi denir.

Teorem 6.5.5 FE, bir F' cisminin bir sonlu ayrilabilir genislemesi olsun. Bu
durumda E, F in bir basit genislemesidir.
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Teorem 6.5.6 E bir F' cisminin sonlu genislemesi olsun. Bu durumda
asaqidaki ifadeler biribirine denktir:

(i) Baz o € E ler i¢in E = F(a);

(ii) F ile E arasinda yalmizea sonlu tane aracisim vardr.
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